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تحلیل حساسیت وشعاع پایداری کارایی هزینه درتحلیل پوششی داده ها با
داده های بازه ای
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تحلیل پوششی داده های بازه ای مدلی برای ارزیابی کارایی واحدهای تصمیم: چکیده
گیرنده با داده های بازه ای است

تحلی99ل حساس99یت و ارزی99ابی پای99داری واح99دها تص99میم گیرن99ده از نگ99رانی ه99ای م99دیران
است.دهه های گذشته ارزی99ابی واح99دهای تص99میم گیرن99ده ب99ه روش ه99ای مختلفی م99ورد
پژوهش قرار گرفت.این مقاله تاکید بر تحلیل حساس99یت و ارئ99ه روش99ی ب99رای محاس99به

شعاع پایداری کارایی هزینه واحدها با داده های بازه ای است
تحلی99ل پوشش99ی داده ه99ا-داده ه99ای ب99ازه ای-تحلی99ل حساس99یت-ش99عاعکلمات کلیدی: 

پایداری-کارایی هزینه

مقدمه.1

تحلیل پوششی داده ها مدل برنامه ریزی ریاضی برای ارزیابی کارایی واحدهای تصمیم
(( مدل2(-بنکروهمکاران)3گیرنده با چندین ورودی-خروجی است)چارنز و همکاران)

ت.پ.د برپایه ارزش قطعی ورودی ها و خروجی هاست.ولی این فرض میهای پایه ای 
تواندبا داده های بازه ای تغییر یابد.پژوهش های زیادی با داده های نادقیق انجام شده

(،وکردرستمی4(،اسماعیلی)6(،کانوولیو)5است.بعنوان نومونه جهانشاهلو و همکاران)
(روش هایی برای کارایی خوشبینانه و بدبینانه واحدها با داده های فازی ارائه7وجهانی)

(کارایی بازه ای برای واحدها با داده های بازه ای ارائه1کردند.امیرتیموری وهمکاران)
(روشی برای تغییرات بهره وری شرکت های بیمه با توجه به8کردند.سید اسماعیلی)

ساختار دو مرحله ای و عدم قطعیت در داده ها ارائه کردند

مرورادبیات .2

محاسبه کارایی هزینه وتحلیل حساسیت وشعاع پایداری کارایی هزینه با
داده های قطعی

DMU واح9د تص9میم گیرندهnفرض کنید که  j( j=1,2,. .. ,n DMU وج9ود دارد ک9ه ه9ر ( j ، m

Xورودی  j=( x j 1 , x j2 ,. .. , x jm) را ب99رای تولی99د S خ99روجی Y j=( y j 1 , y j 2 ,. . ., y js  ب99ه ک99ار(

yمی ب9رد بطوریک9ه  j≠0 وx j≠0 و X j≥0 و Y j≥0 ب9ردار هزین9ه  ورودی ه9ا و  وR

است. بردار قیمت خروجی ها 
در این بخش، به  محاسبه شعاع پایداری کارایی هزینه واحدهای تصمیم گیرنده می

پردازیم. برای این منظور، ابتدا واحد تحت ارزیابی را از مجموعه مشاهدات حذف کرده
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و واحد را ارزیابی می کنیم و به این ترتیب، کمترین هزینه برای تولید خروجی های فعلی
واحد حذف شده را به دست می آوریم

:مدل پیشنهادی به صورت زیر فرمولبندی می شود

z1
¿=minCx ¿

s . t . ∑
j=1 , j≠ o

n

λ j x j≤ x , ¿(1)

∑
j=1 , j ≠o

n

λ j y j≥ yo , ¿

λ j≥0 , x≥0. ¿
C ج9واب بهین9ه م9دل ف9وق باش9د در اینص9ورت، ¿xفرض کنید که  x¿نش9اندهنده کم9ترین 

DMU در غیاب yoهزینه برای تولید  o .می باشد 

.
محاسبه شعاع پایداری کارایی هزینه 

در این بخش، با استفاده از کارایی هزینه که در بخش قبل محاسبه شد، به تعیین
شعاع پایداری کارایی  ذکر شده می پردازیم. برای تعیین شعاع پایداری کارایی

DMUهزینه  oبه تعیین طول گامی می پردازیم که اگر با این طول گام، در ،
امتداد یک جهت از پیش تعیین شده حرکت کنیم،

کارایی هزینه 
DMU o

برای این منظور، بردار حرکت  تغییر نمی کند. 
gi=(gxgy  را(

در نظر گرفته و  با هدف ایجاد آشفتگی، به ترتیب،  فقط در بردار ورودی، فقط در
بردار خروجی و در بردارهای ورودی و خروجی به طور همزمان، سه بردار جهت

g3=(−xoyoرا ، به صورت  ) , g2=( 0y o) , g1=(−xo0  تعریف می کنیم.(

 محاسبه شعاع پایداری کارایی هزینه

gi=(gxgyدر این بخش، با در نظر گرفتن بردار جهت   ، طول گامی را تعیین می کنیم که(

DMUمقدار کارایی هزینه  o در امتداد giبدون تغییر بماند و اندازه این طول گام را برای 
 برای این منظور، مدل زیر به کار می بریم. DMUoتعیین شعاع پایداری کارایی هزینه 

را برای تعیین طول گام فرمولبندی می کنیم:

θ¿=max θ
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s .t :∑
j=1

n

λ j x j≤x0+θgx

∑ λ j y j≥ y0+θgy

C ( x0+θgx)≤Cx
¿

                      (4)

 آزاد در علامت و λ j≥0
 را چن9ان تع9یین میθ(، طول گ9ام 4( می باشد. مدل )1 جواب بهینه مدل )¿xکه در آن، 

gi=(gxgyکند که با حرکت در امتداد بردار جهت  DMUکارایی هزینه   ( oتغییر نکند. اکن99ون 

( را به ازای سه بردار4مدل )

g3=(−xoyo ) , g2=( 0y o) , g1=(−xo0  را ب9هθ حل کرده و کمترین مقدار به دس9ت آم9ده ب9رای (

عنوان شعاع پایداری کارایی هزینه تعریف خواهیم کرد
کارایی هزینه وشعاع پایداری کارایی هزینه با داده های بازه ای

درهمه مباحث اولیه و پایه ای فرض بر قطعی بودن ورودی ها و خروجی ها می باشد.به
این معنی که واحد تحت ارزیابی با مصرف مقدار دقیق ورودی میزان دقیقی خروجی را

تولید می کرد.وسپس به محاسبه کارایی هزینه ،درامد وسود پرداخته می شد.ولی در
بسیاری از مسایل واقعی امکان غیرقطعی بودن داده ها وجود دارد.این مقادیر می

.توانند به فرم بازه ای،فازی و...تعریف شوند
DMU واح9د تص9میم گیرندهnفرض کنید که  j( j=1,2,. .. ,n DMU وج9ود دارد ک9ه ه9ر ( j ، m

Xورودی ب99ازه ای j=( x j 1 , x j2 ,. .. , x jm)    را ب99رای تولی99د S

Yخروجی  j=( y j 1 , y j 2 ,. . ., y js )

y به کار می برد بطوریکه  j≠0 وx j≠0 و X j≥0 و Y j≥0

است.  بردار قیمت خروجی ها Rبردار هزینه  ورودی ها و و 
مدل های برنامه ریزی زیر را برای اندازه گیری کارایی هزینه ارائه می کنیم.

های تحقیقیافته.3
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کارایی هزینه با داده های بازه ای
در این بخش، به  محاسبه شعاع پایداری کارایی هزینه واحدهای تصمیم گیرنده می

پردازیم. برای این منظور، ابتدا واحد تحت ارزیابی را از مجموعه مشاهدات حذف کرده
و واحد را ارزیابی می کنیم و به این ترتیب،بازه کمترین هزینه برای تولید خروجی های

فعلی واحد حذف شده را به دست می آوریم
مدل برنامه ریزی زیر برای اندازه گیری کارایی هزینه ارائه می شود

)7(
از انجا که ورودی ها و خروجی ها در مدل بالا به فرم بازه ای هستند.در نتیجه کمترین

هزینه مدل به فرم یک بازه به دست می اید.مدل های زیر را برای یافتن کران های بالا
.و پایین کارایی هزینه ارائه می کنیم

)8(
مدل بالا کران پایین کارایی هزینه را محاسبه می کند.که انرا با

C در اینص9ورت، نش9ان می دهیم x¿ نش9اندهنده کم9ترین هزین9ه ب9رای تولی9د yoدر غی9اب 
DMU o .می باشد 

.برای محاسبه کران بالای کارایی هزینه مدل زیر ارائه می شود

(9)
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این مدل کران بالای کارایی هزینه را محاسبه می کند.وانرا با

.نشان می دهیم.وبنابراین کارایی هزینه بصورت یک بازه به فرم زیر بدست می اید

محاسبه شعاع پایداری کارایی هزینه با داده های بازه ای
اکنون  محاسبه شعاع پایداری کارایی هزینه یک واحد تصمیم گیرنده یعنی میزان حرکتی

از ورودی ها و خروجی ها بطوریکه واحد تحت ارزیابی تغییر رفتار ندهد،می پردازیم
gi=(gxgyدر این بخش، با در نظر گرفتن بردار جهت  ، طول گامی را تعیین می کنیم که(

DMUمقدار کارایی هزینه  o در امتداد giبدون تغییر بماند و اندازه این طول گام را برای 
  به کار می بریمDMUoتعیین شعاع پایداری کارایی هزینه 

.
برای یافتن شعاع پایداری کارایی هزینه با توجه به کران های بالا و پایین باید برای

.هرکدامشان شعاع پایداری را بدست اوریم
ابتدا شعاع پایداری کارایی هزینه را با در نظر گرفتن کران پایین محاسبه می کنیم

. منظور، مدل زیر را برای تعیین طول گام فرمولبندی می کنیموبدین

(10)
که در آن،

 را چنان تعیین می کند که ب99ا ح99رکتθ، طول گام 10می باشد. مدل8 جواب بهینه مدل 

gi=(gxgyدر امتداد بردار جهت  DMUکارایی هزینه   ( o را ب9ه10 تغی9یر نکن9د. اکن9ون م9دل 

ازای سه بردار

 g3=(−xoyo ) , g2=( 0y o) , g1=(−xo0  حل کرده و کمترین مقدار به دست آم9ده را ب9ه عن9وان(

کران پایین شعاع پایداری کارایی هزینه تعریف خواهیم کرد.
اکنون  شعاع پایداری کارایی هزین99ه را ب99ا در نظ99ر گ9رفتن ک9ران ب99الا محاس9به می ک99نیم

 منظور، مدل زیر را برای تعیین طول گام فرمولبندی می کنیم.وبدین
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(11)
که در آن،

 را چنان تعیین می کند که ب99ا ح99رکتθ، طول گام 11می باشد. مدل9 جواب بهینه مدل 

gi=(gxgyدر امتداد بردار جهت  DMUکارایی هزینه   ( o را ب9ه10 تغی9یر نکن9د. اکن9ون م9دل 

ازای سه بردار

 g3=(−xoyo ) , g2=( 0y o) , g1=(−xo0  حل کرده و کمترین مقدار به دست آم9ده را ب9ه عن9وان(

کران بالا شعاع پایداری کارایی هزینه تعریف خواهیم کرد.
بنابراین و در نتیجه مدل های فرمول بندی شده شعاع پایداری کارایی هزینه برابر اس99ت

با بازه زیر

.نتیجه گیری4
این روش نشان می دهدکه شعاع پایداری کارایی هزینه واحدها با داده های بازه ای بر
پایه تحلیل حساسیت است.در این روش با حذف یک واحد تحت ارزیابی با کاربرد مدل

ها واحد را ارزیابی می کنیم.اهمیت این مدل ها در این است که می توانندناحیه پایداری
برای عدم تغییر کارایی واحدها محاسبه کنند.در پایان این مدل ها می توانندشعاع

پایداری کارایی هزینه را برای واحدهایی با داده های بازه ای بدست آورند
مراجع

  [1] Amirteimoori, A. and Kordrostami, S., Azizi, H. (2017) ‘Measurement of overall

performances of decision making units in the presence of interval data’,  International

Journal of operational Research, Vol. 28, No. 4, pp. 429-447.  



7

 [2] Banker,  R.D.,  Charnes,  A.,  Cooper,  W.W. (1984) ‘Some models for estimating

technical and scale inefficiencies in DEA’,  Management Science, Vol. 30, pp. 1078-

1092.

[3]  Charnes,  A.,  Cooper,  W.W.,  Rhodes,  E.  (1978)  ‘Measuring  the  efficiency  of

decision making units’,  European Journal of Operational Research, Vol. 2, pp. 429-

444.

 [4] Esmaeili, M. (2012) ‘An Enhanced Russell Measure in DEA with interval data’,

Applied Mathematics and Computation, Vol. 219, pp. 1589-1593.

[5] Jahanshahloo, G.R., Hosseinzadeh Lotfi, F. and Moradi, M. (2004a) ‘Sensitivity and

stability analysis in DEA with interval data’,  Applied Mathematics and Computation,

Vol. 156, pp. 463-477.

 [6] Kao, C. and Liu, S. (2011) ‘Scale Efficiency Measurement in Data Envelopment

Analysis  with  Interval  Data:  A  Two-Level  Programming  Approach’,  Journal  of

CENTRUM Cathedra, Vol. 4, pp. 224-235.

[7] Kordrostami, S. and Jahani Sayyad Noveiri, M. (2014) ‘Evaluating the performance

and classifying the interval data in data envelopment analysis’, International Journal of

Management Science and Engineering Management, Vol. 9, No. 4, pp. 243-248.

 [8] Seyed Esmaeili, F. S., Rostamy-Malkhalifeh, M., & Hosseinzadeh Lotfi, F. (2020). 
Two-Stage Network DEA Model Under Interval Data. Mathematical Analysis and 
Convex Optimization, 1(2), 101-


