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 چکیده
در این مقاله، دو روش برای حل مسائل جریان ماکزیمال فازی را بررسی می کنیم،

الگوریتمی برای پیدا کردن جریان ماکزیمال فازی بین منبع و چاهک معرفی شده است که در
این الگوریتم از تابع رتبه بندی و اعداد فازی برای نمایش جریان بین گره ها استفاده  می

شود. وجود قسمت منفی در اعداد فازی سه تایی نشان دهنده ی این است که جریان بین دو
گره ممکن است منفی باشد هر چند از نظر علم ریاضی این مطلب درست است و با خواص

تابع رتبه بندی مطابقت دارد، اما در زندگی واقعی کمیت منفی از جریان معنای فیزیکی
خاصی ندارد. در این مقاله این الگوریتم را بهبود بخشیده ام و این ضعف را رفع کرده ایم.

روش دوم معرفی شده، روش برنامه ریزی خطی فازی است. در این روش هم تمام
به کارگیری هردوپارامترها، به وسیله ی اعداد فازی سه تایی نشان داده می شوند. فواید 

روش را با مثال عددی ارائه شده نشان می دهیم.
بندی، عدد فازی سه تایی، برنامهمسئله جریان ماکزیمال فازی، تابع رتبه: کلمات کلیدی

ریزی خطی فازی، الگوریتم بهبود یافته
. مقدمه1

-دار میهای جهتی وزنسازی ترکیباتی در گرافمساله جریان ماکزیمال یکی از مسائل اصلی برای بهینه
هایهای ارتباطی، سیستمهای علمی از جمله در شبکههای بسیار مفیدی در زمینهتوان مدلباشد. می

های قدرت را به کمک این مسائل بیان نمود. تعیین جریان ماکزیمال دری نفت و سیستمخطوط لوله
 در سال1شبکهی حمل و نقل در شرایط غیر قطعی کمتر مورد مطالعه قرارگرفته است. روزنبرگ

 برای2[. چاناس24ای کمان پیشنهاد کرده است]های بازه  یک راه حل با در نظر گرفتن ظرفیت2006
این مساله را به کمک روش 3های فازی« را بهکار برد. کومارحل این مساله اصطلاح »گراف

4سیمپلکس برنامهریزی خطی بیان کرده است. مسائل جریان ماکزیمال فازی توسط کومار و کائور

با استفاده از برنامهریزی خطی فازی و به کمک اعداد فازی مثلثی بیان شده و با کمک خواص آنالیز
های بالایی وها تابع صدق پذیر، با کرانجریان یک عدد حقیقی است و ظرفیت. [22حل شده است]

( مسئله جریان ماکزیمال را مورد مطالعه و بررسی قرار1995پایینی هستند. چاناس و همکارانش )
[. مسئله جریان ماکزیمال هنگامی که ساختار اساسی مربوطه به آن به خوبی تعریف نشده8دادند]

( مسائل2004 )5شد، پیشنهاد کردند. لیو وکاوسازی میبود بایستی بعنوان یک گراف فازی مدل
2 )6[. جی و همکارانش23هایشان در شبکه اعداد فازی است]ی جریان را بررسی کردند که طول یالشبکه
ی فازی که تعمیم مسئله جریان ماکزیمال هست را مورد بررسی قرار دادند که( یک نسخه006

( یک الگوریتم براساس2007[. هرناندس و همکارانش )17های یال در آن، متغیرهای فازی هستند]ظرفیت
های گراف توسعه[. این الگوریتم از روش16الگوریتم کلاسیک از فورد فولکرسون پیشنهاد دادند]

دهد. کومار و همکارانش )کند و تمام پارامترها را بعنوان اعداد فازی نشان مییافته استفاده می
( یک الگوریتم جدیدی را برای یافتن جریان ماکزیمال فازی بین منبع و چاهک با استفاده از تابع2009

(2009 هایی داشتند کومار و همکارانش )های موجود ضعف[. الگوریتم20بندی پیشنهاد دادند]رتبه
برای غلبه بر این قصور یک الگوریتم بهبود یافته برای حل مسئله جریان ماکزیمال فازی معرفی

[6کردند .]
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. مرور ادبیات 2
شود، اگر تابع عضویت به صورت( عدد فازی سه تایی گفته میc ,b ,a عدد فازی ) :1تعریف 

زیر داشته باشیم:

(1                                                                    )μA ( x )={
x−a
b−a

a ≤ x≤ b

x−c
b−c

b<x≤ c

اینصورت0 درغیر
≥R  ∋ c , b , a    aکه در آن  b≤ c.
بندییک روش مناسب برای مقایسه اعداد فازی، استفاده از تابع رتبه  بندی:تابع رتبه

Rاست. تابع   :F ( R ) → R که در آن  F ( R  مجموعه همه اعداد فازی تعریف شده که روی(
نگارد، یک تابع رتبهمجموعه اعداد حقیقی می باشد و هر عدد فازی را به یک عدد حقیقی می

بندی اعداد فازی نامیده می شود. طبق دستور موجود: 
i ¿~A>~B اگر R (~A )>R (~B )
ii¿~A<~B اگر R (~A )<R(~B)
 iii¿~A ≈~B اگر R (~A )=R (~B)(2)                                                                                 

فرض کنید: عملیات محاسباتی برروی عددهای فازی سه تایی
~A2=( a2 .b2 . c2 ) A1=(a1~و . b1 . c1)    :دو عدد فازی سه تایی باشند آنگاه 

i ¿~A1+
~A2=(a1. b1 . c1 )+( a2 .b2. c2 )=( a1+a2 . b1+b2 . c1+c2             جمع(

ii¿~A1−
~A2=(a1 . b1 . c1 )−(a2 . b2 .c2 )=(a1−c2. b1−b2 . c1−a2  تفریق           (

iii¿~A1=
~A2اگر اگروفقط a1=a2 .b1=b2 . c1=c2                          (3)

های الگوریتم موجود  نارسایی
های موجود الگوریتم معرفی شده توسط کومار و همکارانش ) سلطانی وبرای غلبه بر کاستی

[. فرض کنید20[]6[ ( در عمل تفاضل عملیات زیر را جایگزین کردند]26]2007حاجی 
~B=(a2 . b2 . c2 ) .~A=(a1 . b1 . c1) دو عدد فازی سه تایی باشند، آنگاه ~A−~B=(a . b . c   که در آن؛(

(4                                          )¿

-یافته های تحقیق3
ریزی خطی از مسئله جریان ماکزیمال در محیط فازی فرمولاسیون برنامه

G=(vفرض کنید  . E)با ظرفیت فازی کران بالای یک گراف جهتدارuijباشد. مقدارx ijهر یال
(i . j i) به جریان فازی در یال ( . j  مقدار جریان ماکزیمالf[. فرض کنید25باشد] مربوط می(

 باشد. مسائل جریان ماکزیمال در محیط فازی بهt به گره مقصد sی فازی از گره منبع شبکه
صورت زیر فرموله می شود:

Max f
s . t∑ x ij=∑ xki⊕ f i=s

∑
i

x ij=∑
k

k

xki ;∀ i≠ s . t

∑
i

x ij ⊕ f =∑ xki ; i=t
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x ij≤ uij∀ (i . j )∈ Eغیرمنفیاست فازی یکعدد x ij                                       5))
ریزی خطی فرموله کردن مسئله جریان ماکزیمال داده شده را به مسئله برنامهگام اول:

فازی به صورت زیر است: 
Max f
s . t∑ x ij=∑ xki⊕ f ; i=s

∑ x ij=∑
k

xki ∀ i≠ s . t

∑
i

x ij ⊕ f =∑ xki ; i=t

  x ij ≤ uij ∀ ( i . j )∈ E غیرمنفیاست فازی یکعدد x ij                                           (6)
uij فرض کنید تمام پارامترهای :گام دوم و f i و x ijی عدد فازی سه تایی به ترتیب به وسیله

(uij . v ij .wij ) و (f 1 . f 2 . f 3 ) و (aij . bij . c ij)شود. نمایش داده می
شود، به صورت زیر حاصل می1ریزی خطی که از مسئله جریان ماکزیمال فازی گام برنامه

:شودفرموله می
Max( f 1. f 2 . f 3)
s . t∑ (a ij . bij . c ij )=∑ (akj. bkj . ckj)⊕ ( f 1 . f 2 . f 3 ) .i=s

∑
i

i

(aij .¿bij . cij)=∑
k

(akj . bkj . ckj) ;∀ i ≠ s . t ¿

∑
i

( aij . b ij . cij )⨁ ( f 1 . f 2 . f 3 )=∑
k

( aki . bki . cki ) ; i=s

       (a ij . bij . c ij )≼ ( uij . v ij . wij ) ∀ ( i . j )∈ E                                  (7)
- محدودیت نابرابر را به وسیله معرفی متغیر غیر منفی به محدودیت برابر بر میگام سوم:

.گردانیم
(8                                                    )sij=( ś ij . s ij

˶ . sij
‴ )∀ ( i . j ) ∈ E

:توان به صورت زیر نوشتآید، می به دست می2ریزی خطی که از گام مسئله برنامه
Max( f 1. f 2 . f 3)
s . t∑

i
(aij . bij . cij )=∑

i
(aij . b ij . c ij)=∑

k
(aki . bki. cki)⨁ ( f 1 . f 2. f 3 ) ; i=s

∑
i

(aij . bij . c ij)=∑
k

(aki .bki . cki);∀ i≠ s . t

∑
i

(aij . bij . c ij)⊕ ( f 1 . f 2 . f 3 )=∑
k

(aki .bki . cki) ; i=t

(a ij . bij . c ij )⊕ (sij
' . sij

˶ . s ij
‴ )=(u ij . v ij . w ij) ∀ ( i . j )∈ E ¿          (9)

ریزی خطی فازی که در گام سوم حاصل شده است، به مسئله  مسئله برنامهگام چهارم:
گردانیم. ای بر میریزی خطی حلقهبرنامه

Max ¿

∑ aij=∑
k

aki+f 1; i=s

∑ aij=∑
k

aki ;∀ i ≠ s . t …(1)
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∑ aij+ f 1=∑
k

aki ; i=t

∑
i

bij=∑
k

bki+f 2; i=s

∑ bij=∑
k

bki; i ≠ s . t … (2)

∑ bij+ f 2=∑
k

bki ; i=t

∑
i

cij=∑
k

cki+f 3; i=s

∑
i

cij=∑
k

cki ;∀ i ≠ s ,t …(3)

∑
i

cij+ f 3=∑
k

cki ; i=t

a ij+sij
'=uij

b ij+sij
˶=v ij

c ij+s ij
‴=wij

b ij−aij ≥0c ij−bij ≥0 aij ≥0 .b ij ≥0 . cij ≥0

sij
˶−sij

' ≥0 sij
‴−sij

˶ ≥0 sij
' ≥0 . sij

˶ ≥0 . s ij
‴ ≥0

f 2−f 1≥0 f 3−f 2≥0 f 1≥0 . f 2≥0 . f 3≥0 ∀ ( i . j )∈ E       (10)

f برای اینکه جریان بهینه گام پنجم: و3 f و2 f ریزی خطی  را بدست آوریم مسئله برنامه1
کنیم. گام چهارم از الگوریتم را حل میای حلقه

fی جایگذاری مقادیر جریان ماکزیمال فازی بوسیلهگام ششم: 3 و f 2 و f شود:  حاصل می1
~f =(f 1 . f 2 . f 3)

   الگوریتم بهبود یافته   
i)یال . j)را با ظرفیت فازی اولیه (~f c ij .

~f c ji).در نظر بگیرید 
از آنجایی که انتظار می رود بخشی از این ظرفیت های فازی در یال، جریان داشته باشد،
) باقیمانده ظرفیت های فازی( باقیمانده این ظرفیت فازی در یال بروز می شود. از نماد

(~f cij .
~f c ji)کنیم. برای نشان دادن باقیمانده فازی استفاده می
ای از ظرفیت فازی باقی مانده با ظرفیت فازی ( مجموعهj , i) های برای همه یال :1گام 

اولیه برابراست.
 (~f c ij .

~f ji )=(~f cij .
~f c ji) فرض کنید~f a1=~∞ اختیار می کنیم.¿ را با برچسب 1 و منبع 

 i=1رویم.  می2کنیم و به مرحله انتخاب می
توانند بطور  که میjهای بدون برچسب ای از گره. مجموعهکنیم را تعیین میSi : 2گام 

Siشوند.اگرگذاری  برچسبiمستقیم توسط یال های باقیمانده مثبت از گره  - می3 ، به گام∅≠
رویم.     می4رویم. در غیر این صورت به مرحله 

k :3پ     ∈ S i را تعیین می کنیم بطوریکه Max j∈ Si
{R (~f c ij) }=R (~f c ik f~ اختیار کنید ( ak=

~f c ik

f~] را با kو گره  ak .i -گذاری کرده باشد، گره چاهک را برچسبk=nکنیم. اگر گذاری می برچسب[
، و بهi=k در غیر اینصورت فرض کنیدرویم می5ایم و مسیر موفقیت پیدا شده است به گام 

رویم.            می2گام
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6 باشد، هیچ پیشرفتی امکان نداشته باشد، به گام ¿=i  اگر  )عقب نشینی(:4گام  
-  برچسبi یک گره باشد که بلافاصله قبل از گره فعلی rبروید. در غیر این صورت فرض کنید 

  وi=rکنیم. قرار می دهیم  حذف میrهای مجاور    را از مجموعه گرهiشود و گره گذاری می
رویم.                                                                   می2به گام 

،قرار می دهیم   )تعیین باقیمانده(:5گام  N p=(1 . k1 . k2. …. n که حاصل مسیرpthهای گره(
  که است بنابراین جریان ماکزیمال تنها طول مسیرn به گره چاهک 1موفقیت از گره منبع 

شود مثلاً با:منبع محاسبه می
(11                                         )~f p=min {~f ak 1 .~f ak 2 .~f ak 3 . ….~f an }

f~ظرفیت باقی مانده از هر یال در طول مسیر مانع رسیدن به موفقیت است که pدر جهت 
f~جریان، کاهش پیدا می کند و  pیابد. برای دو گره  در جهت معکوس، افزایش میi و  jروی  

f~)مسیر، جریان  باقیمانده از  cij .
~f c ji)کند به: جاری تغییر می

f~) باشد j به iالف( اگر جریان از  c ij⊝
~f p. ~f c ji ⊕

~f p )  
f~) باشدi به jب( اگر جریان از  c ij ⊕

~f p .~f c ji ⊖
~f p ) 

،  و به گام𝑖 =  1دهیم شود. قرار می حذف می4ها برقرار باشند گام زمانی که هر یک از گره
آمیز جدیدی را پیدا کنیم.کنیم درادامه مسیر موفقیتگردیم و سعی می بر می2

دهد تعیینآمیز را به ما می تعداد مسیرهای موفقیتm  با توجه  به این که  )جواب(:6گام 
f~شده باشند، جریان ماکزیمال فازی در شبکه به صورت =~f 1⊕

~f 2⊕ ….⊕ ~f mاست که در    
  یک عدد تکرار برای دستیابی به موفقیت است.mآن 

-مطالعه کاربردی4
ریزی خطی فازی حلابتدا از روش برنامهکنیم، ( ملاحظه می1شبکه ای که در شکل )مثال گویا: 

کنیم و سپس در روش بعدی از الگوریتم بهبود یافته برای حل مثال عددی فوق استفاده  می کنیم.می

های قوس فازیای برای مسئله جریان ماکزیمال با طول: شبکه(1شکل )
uij: فرض کنید تمام پارامترهای 1گام  و f و x ijبا استفاده از اعداد فازی سه تایی غیر منفی به ترتیب 

(a ij . bij . c ij) و (uij . v ij . wij ) و ( f 1. f 2 . f  نمایش داده شوند، مسئله جریان ماکزیمال فازی، به صورت(3
شود: زیر فرموله می

Max f
x12⨁ x13⊕ x14= f
x23⊕ x25=x12
x34⨁ x35=x13⨁ x23
x45=x14⊕ x34
x25⨁ x35⨁ x45=f
x ij≺uij ∀ (i . j )∈ E است منفی فازیغیر عدد یک x ij 

x12≼ (10 .20 .30 ) . x13≼ (15.30 .45 ) . x14≼ (5 .10 .15 )
x23≼ (30 .40 .50 ) . x25≼ (25 .30 .35 ) . x34≼ (5 .10 .15 )
x35≼ (10 .20 .30 ) . x45≼(10 .20 .30)
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sij=(s ij
' . sij

″ . sij
‴ )∀ ( i . j ) ∈E .

Max (f 1 . f 2 . f 3 ) 
(a12 . b12 . c12 )⊕ (sij

' . sij
″ . sij

‴ )=(10 .20 .30 )

(a13 . b13 . c13 ) ⊕ (s ij
' . sij

″ . sij
‴ )= (15 .30 .45 )

(a14 . b14 . c14 ) ⊕(sij
' . sij

″ . s ij
‴ )=(5 15و10. )

(a23 . b23 . c23 ) ⊕ (s ij
' . sij

″ . sij
‴ )=(30 .40.50 )

(a25 . b25 . c25 ) ⊕ (s ij
' . sij

″ . sij
‴ )=(25 .30 .35)

(a34 . b34 . c34 ) ⊕(sij
' . sij

″ . s ij
‴ )=(5 .10 .15 ) 

(a35 . b35 . c35 ) ⊕ (s ij
' . sij

″ . sij
‴ )= (10.20 .30 )

(a45 . b45 . c45 ) ⊕(s ij
' . sij

″ . s ij
‴ )=(10 .20 .30)

a ij+sij
'=uij

b ij+sij
″=v ij

c ij+s ij
″=wij 

a12+a13+a14−f 1=0⟹ f 1=a12+a13+a14
b12+b13+b14−f 2=0⟹ f 2=b12+b13+b14
c12+c13+c14−f 3=0⟹ f 3=c12+c13+c14

u12=10 . u13=15 .u14=5
v12=20 . v13=30. v14=10
w12=30 . w13=45. w14=15
u12+u13+u14=f 1⇒10+15+5=f 1=30
v12+v13+v14=f 2⇒ 20+30+10=f 2=60
w12+w13+w14=f 3 ⇒30+45+15=f 3=90           (12)

fپس =( f 1 . f 2 . f 3 ) . f 3=90 . f 2=60 . f f  که مقدار جریان ماکزیمال فاز30=1 =(30.60  است. (90.

                        
  الگوریتم بهبود یافته روش دوم:

                      

          2 شبکه بدست آمده بعد از تکرار :3شکل ))    
1(: شبکه بدست آمده بعد از تکرار 2 شکل )
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چهارم             : شبکه بدست  آمده بعد از تکرار (5شکل )
: شبکه بدست  آمده بعد از تکرارسوم               (4شکل )

: 5تکرار 
.f 5=min {( ∞. ∞ . ∞) . (5 .10 .15 ) . (5 .10 .15 )}=(5 .10 .15 )  

(~f c14 .
~f c41)=( (5 .10 .15 ) ⊖ (5 .10 .15 ) . (0 .0 .0 )⊕ (5 .10 .15 ) )=((0 .0 .0 ) . (5 .10 .15 ))

(~f c45 .
~f c54 )=( (5 .10 .15 )⊖ (5.10 .15 ) . (5 .10 .15 ) ⊕ (5 .10.15 ) )=( (0 .0 .0 ) . (10.20 .30 ) )              

(13)
 امکان پذیر نیست، زیرا هیچ مسیری برای رسیدن به چاهک از5تکرار بیشتری بعد از تکرار 

منبع وجود ندارد. 
جریان ماکزیمال فازی به این صورت است: 

~F=~f 1⊕~f 2⊕
~f 3⊕

~f 4⊕
~f 5

¿ (10 .20.30 ) ⊕ (5 .10 .15 )⊕ (5 .10 .15 ) ⊕ (5 .10 .15 ) ⊕(5.10 .15)=(30 .60.90 )  (14)

(: شبکه6                                                                         شکل )بدون مسیر دستیابی به موفقیت(: 7 شکل )
بدست آمده بعد از تکرار پنجم

 - نتیجه گیری5
 واحد است. 90 و کمتر از 30( مقدار جریان بین منبع و چاهک بیشتر از 1
واحد باشد.60( تعداد ماکزیمم افراد به نفعشان خواهد بود، مقدار جریان  2
توان به صورت زیر به دست آورد: ( درصد مطلوب برای جریان باقیمانده را می3

x=μ~F مقدار جریان را نشان دهد، آنگاه درصد مساعد برابرx فرض کنید  ( x    که در آن:100×(

μ~F ( x )={
( x−30 )
30

30≤ x≤60

1x=60
(90−x )
30

60≤ x ≤90
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