
 
 

 

 ب ، اکبر هاشمی برزآبادی،آ1هادی شکوهی امیری

 عضو هیئت علمی دانشگاه پیام نور استان مازندران آ
 عضو هیئت علمی دانشگاه علم و فناوری مازندران ب

 چکیده

ورد م ‚پایداری سیستم های خطی زمان ثابت پیوسته با ضرایب بازه ای با استفاده از مفهوم پارامتری بازه ها ‚در این مقاله

امکان بررسی پایداری سیستم های خطی زمان ثابت پیوسته  ‚بررسی قرار می گیرد. مهمترین مزیت این مقاله این است که

پایداری این سیستم ها با استفاده از  ‚می باشد. با تعدادی مثال ها ‚با ضرایب بازه ای با هر تعداد متغیرهای حالت و کنترل

 مورد ارزیابی قرار می گیرد ‚دستاوردهای ارائه شده

 .پایداری لیاپانوف –مجانبی  پایداری – بازه ای سیستم خطی زمان ثابت پیوسته با ضرایبکلمات کلیدی: 

 

 مقدمه  -1

پایداری سیستم های خطی زمان ثابت پیوسته با ضرایب بازه ای را با در نظر گرفتن محدودیت هایی مورد بررسی قرار   [4]کاک زورک

𝕤. بازه بسته کراندار داد. در این مقاله پایداری این سیستم ها را بطور کلی و بدون محدودیت هایی بیان می گردد = [𝑠1, 𝑠2] =

{𝑥 ∈ 𝑅|𝑠1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠2} , 𝑠1, 𝑠2 ∈ ℝ بگیرید. هر عدد در را در نظر𝕤  بصورت𝑠(𝜆) = 𝑠1 + 𝜆(𝑠2 − 𝑠1) , 0 ≤ 𝜆 ≤ 1 

𝑠2نشان داده می شود.  = max
0≤𝜆≤1

𝑠(𝜆) , 𝑠1 = min
0≤𝜆≤1

𝑠(𝜆) نقاط انتهایی راست و چپ بازه  ‚به ترتیب𝕤 = [𝑠1, 𝑠2]  می

 . [1]باشند

𝕤فرض کنید  = [𝑠1, 𝑠2] = {𝑠(𝜆1)|𝜆1 ∈ 𝕪و  {[0,1] = [𝑦1, 𝑦2] = {𝑦(𝜆2)|𝜆2 ∈ بازه های بسته و کراندار از  {[0,1]

 .[2]بدین صورت بیان می گردد ‚اعداد حقیقی باشند. عملگرهای جبری بازه ها با استفاده از نمایش پارامتری آنها
𝕊⨁𝕐 = {𝑠(𝜆1) + 𝑦(𝜆2)|𝜆1, 𝜆2 ∈ [0,1]}  

𝕊 ⊖ 𝕐 = {𝑠(𝜆1) − 𝑦(𝜆2)|𝜆1, 𝜆2 ∈ [0,1]}  

𝕊⨀𝕐 = {𝑠(𝜆1) ∙ 𝑦(𝜆2)|𝜆1, 𝜆2 ∈ [0,1]}  

𝑘𝕊 = {𝑘𝑠(𝜆)|𝜆 ∈ [0,1]}  

𝕊 𝕐⁄ = {𝑠(𝜆1) 𝑦(𝜆2)⁄ |𝜆1, 𝜆2 ∈ [0,1], 𝑦(𝜆2) ≠ 0}  

 نمادهای ذیل را در نظربگیرید:

   : 𝐼(ℝ).مجموعه کلیه بازه های بسته از اعداد حقیقی 

   :𝐼(ℝ)𝑛 مجموعه کلیه𝑛 .تایی هایی از بازه های بسته از اعداد حقیقی = 

 (𝐼(ℝ))𝑚×𝑛  مجموعه کلیه ماتریس های بازه ای با :𝑚  سطر و𝑛 .ستون 

 𝐽[0,1]𝑚×𝑛  مجموعه کلیه ماتریس های حقیقی با :𝑚  سطر و𝑛  هستند. [0,1]ستون بطوریکه کلیه درایه های آنها متعلق به 

 ماتریس بازه ای باشد لذا 𝓢ارائه می گردد. اگر  ‚یک ماتریس بازه ای توسط مجموعه ای نامتناهی از ماتریس های حقیقی :2-1تعریف
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 پایداری سیستم های خطی زمان ثابت پیوسته با ضرایب بازه ای



 

𝓢 = {𝑆Λ|
𝑆Λ = [𝑠𝑖𝑗(𝜆𝑖𝑗)]

𝑚×𝑛
  ,   Λ = [𝜆𝑖𝑗]𝑚×𝑛 ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛  ,   𝑠𝑖𝑗(𝜆𝑖𝑗) = 𝑠𝑖𝑗

1 + 𝜆𝑖𝑗(𝑠𝑖𝑗
2 − 𝑠𝑖𝑗

1 )

   𝑖 = 1, … , 𝑚  ,   𝑗 = 1, … , 𝑛
}  

Λ معین مثبت می باشد اگر و تنهااگر به ازای هر ماتریس حقیقی 𝓢 ماتریس بازه ای  :3-1تعریف ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛 ‚  ماتریس

 معین مثبت باشد. 𝑆Λاسکالری 

Λ1نیمه معین مثبت می باشد اگر و تنهااگر بتوان ماتریس   𝓢ماتریس بازه ای   :1-4تعریف ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛  یافت بطوریکه ماتریس

𝑆Λ1اسکالری 
Λنیمه معین مثبت باشد و به ازای سایر ماتریس های   ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛  ماتریس های اسکالری𝑆Λ  معین مثبت یا نیمه

 معین مثبت باشند.

 در نظر گرفته می شود. (1)سیستم خطی بدون ورودی )بدون داشتن کنترل( با ضرایب بازه ای بصورت مسئله 
𝑥̇ = 𝓐𝑥                                                                                         (1) 

𝓐که در آن  ∈ (𝐼(ℝ))𝑛×𝑛 به ازای کلیه ماتریس های   ‚ (1)سیستم  ‚ماتریس بازه ای می باشد. باتوجه به تعریف ماتریس بازه ای

Λ ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛  هم ارز می باشد.   (2)با سیستم 
𝑥̇ = 𝐴Λ𝑥                                                                                          (2) 

Λبه ازای هر   ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛 ‚  [3]یک سیستم خطی با ضرایب اعدادحقیقی می باشد. با استفاده از روش پیکارد (2)سیستم ‚ 

,𝜙(𝑡بصورت  (2)ماتریس تغییر وضعیت سیستم  𝑡0) = 𝑒𝐴Λ(𝑡−𝑡0) می باشد و دارای جواب 𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡, 𝑡0)𝑥(𝑡0) 

 می باشد.  

 نقطه تعادل و پایداری لیاپانوف -2

𝑥̇ (𝑡)می باشد اگر و تنهااگر مسئله مقدار اولیه  (2)نقطه تعادل سیستم  𝑥1 :2-1تعریف = 𝐴Λ𝑥(𝑡)  , 𝑥(𝑡0) = 𝑥1  به ازای

𝑡کلیه مقادیر  ≥ 𝑡0‚  دارای جواب منحصربفرد𝑥(𝑡) = 𝑥1 .باشد 

𝑡است اگر و تنهااگر به ازای کلیه مقادیر  (2)نقطه تعادل سیستم  𝑥1به عبارت دیگر  ≥ 𝑡0.:(𝐼 − 𝑒𝐴Λ(𝑡−𝑡0))𝑥1 = 0. 

Λمی باشد اگر و تنهااگر به ازای کلیه ماتریس های  (1)نقطه تعادل سیستم  𝑥1 :2-2تعریف ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛 ‚ 𝑥1  نقطه تعادل

 باشد. (2)سیستم 

𝑥اگر  :1-1تذکر = [𝑥1, … , 𝑥𝑛]𝑇  آنگاه|𝑥|2 = √𝑥1
2 + ⋯ + 𝑥𝑛

و در این مقاله آن بصورت  می باشد 𝑅𝑛در  𝒙را طول بردار  2

|𝑥|  می شود.نشان داده 

پایدار می باشد اگروتنهااگر به ازای هر عدد حقیقی  𝑥1در نقطه  (2)باشد آنگاه سیستم  (2)نقطه تعادل سیستم  𝑥1اگر : 2-3تعریف

𝜀 > 𝛿یک عدد حقیقی  0 > 𝑥(𝑡0)|موجود باشد که اگر  0 − 𝑥1| < 𝛿  آنگاه به ازای𝑡  های به اندازه کافی بزرگ 

 |𝑒𝐴Λ(𝑡−𝑡0)𝑥(𝑡0) − 𝑥1| < 𝜀 .باشد 

 پایدار مجانبی می باشد اگروتنهااگر  𝑥1در نقطه  (2)باشد آنگاه سیستم  (2)نقطه تعادل سیستم  𝑥1اگر  :2-4تعریف

lim
𝑡⟶+∞

𝑒𝐴Λ(𝑡−𝑡0)𝑥(𝑡0) = 𝑥1 

𝜀0ناپایدار می باشد اگروتنهااگر عدد حقیقی  𝑥1در نقطه  (2)باشد آنگاه سیستم  (2)نقطه تعادل سیستم  𝑥1اگر  :2-5تعریف > 0 

𝛿0موجود باشد بطوریکه به ازای هر  > 𝑡𝑘که   {𝑡𝑘}و دنباله  𝑥(𝑡0)حالت اولیه  ‚ 0 ⟶ موجود باشد که به ازای کلیه  ∞+ 

𝑘مقادیر  > 0 : 

|𝑥(𝑡0) − 𝑥1| < 𝛿0      &     |𝑒𝐴Λ(𝑡−𝑡0)𝑥(𝑡0) − 𝑥1| ≥ 𝜀0 

 



 

Λپایدار مجانبی است اگر و تنهااگر به ازای هر ماتریس  𝑥1در نقطه تعادل  (1)سیستم  :2-6تعریف ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛 ‚  (2)سیستم 

 پایدار مجانبی باشد. 𝑥1در نقطه تعادل 

Λ1پایدار می باشد اگر و تنهااگر ماتریس  𝑥1در نقطه تعادل  (1)سیستم : 2-7تعریف ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛  (2)موجود باشد که سیستم 

Λپایدار باشد و به ازای سایر ماتریس های  Λ𝟏به ازای ماتریس  ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛 پایدار یا پایدار مجانبی باشد 

Λ2ناپایدار می باشد اگر و تنهااگر ماتریس  𝑥1در نقطه تعادل  (1)سیستم  :2-8تعریف ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛  موجود باشد بطوریکه

 ناپایدار باشد.   Λ2به ازای ماتریس  (2)سیستم 

پایدار نیز می باشد و پایدار بودن نقطه تعادل لزومی بر پایدار مجانبی بودن آن  ‚پایدار مجانبی باشد 𝑥1در نقطه تعادل  (1)سیستم 

Λبه ازای هر ماتریس  ‚ [3]با استفاده از تغییرات مناسب در  (2)نقطه تعادل نیست. در سیستم  ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛 ‚ 𝑥1 = می  0

𝑥1باشد. در نتیجه  (2)تواند نقطه تعادل سیستم  =  باشد. (1)نیز می تواند نقطه تعادل سیستم   0

𝓐را بصورت  𝓐ماتریس بازه ای  (1)در سیستم  :2-1-مثال :2-1مثال = [
[−1,2] 0

0 [−5,3]
 در نظربگیرید.  [

𝐴Λ = [
−1 + 3𝜆11 0

0 −5 + 8𝜆22
]     ,    𝑒𝐴Λ(𝑡−𝑡0) = [𝑒(−1+3𝜆11)(𝑡−𝑡0) 0

0 𝑒(−5+8𝜆22)(𝑡−𝑡0)
]  

𝑥1 ‚مبدا مختصات  =  نقطه تعادل منحصربفرد سیستم می باشد. (0,0)

Λ. به ازای هر ماتریس  ∈ 𝐽[0,1]2×2 که= [
𝜆11 𝜆12

𝜆21 𝜆22
𝑥(𝑡0)و هرگاه   [ = (𝛿1, 𝛿2)𝑇  آنگاه 

Λ𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴Λ(𝑡−𝑡0)𝑥(𝑡0) = (𝛿1𝑒(−1+3𝜆11)(𝑡−𝑡0), 𝛿2𝑒(−5+8𝜆22)(𝑡−𝑡0))𝑇  

Λبه ازای ماتریس های  = [
𝜆11 𝜆12

𝜆21 𝜆22
0که  [ < 𝜆22 <

5

8
 , 0 < 𝜆11 <

1

3
 ‚ lim

𝑡→+∞
|𝑥(𝑡)| = یعنی سیستم پایدار  0

Λمجانبی می باشد. هرگاه  = [

1

3
𝜆12

𝜆21
5

8

𝑥(𝑡)آنگاه  [ = (𝛿1, 𝛿2)  .و ازاینرو سیستم فقط پایدار است و پایدار مجانبی نمی باشد

اگر 
5

8
< 𝜆22 ≤ 1 ,

1

3
< 𝜆11 ≤ از هر عدد حقیقی دلخواهی بزرگتر می  |𝑥(𝑡)|به اندازه کافی بزرگ مقدار  𝑡ازاینرو با انتخاب  1

Λشود و سیستم در این حالت پایدار نمی باشد. در نتیجه ماتریس  = [
𝜆11 𝜆12

𝜆21 𝜆22
] ∈ 𝐽[0,1]2×2  موجود می باشد که سیستم

 پایدار نیست لذا سیستم بطور کل پایدار نخواهد بود.

 :[1]می باشدتابع لیاپانوف  ‚که در خصوصیات ذیل صدق کند 𝑣(𝑥)تابع : 2-9تعریف

1- 𝑣(𝑥) و مشتقات نسبی 𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖
(𝑖 = 1, … , 𝑛) .پیوسته باشند 

2- 𝑣(𝑥)  معین مثبت و𝑣̇(𝑥) .معین منفی باشد 

Λبه ازای هر ماتریس  :2-11تعریف ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛‚ 𝑣Λ: 𝑅𝑛 ⟶ 𝑅 تابع لیاپانوف باشد‚ 

𝑣𝚲 = {𝑣Λ(𝑥)|𝑣Λ: 𝑅𝑛 ⟶ 𝑅 ,Λ ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛  }    بازه ای می باشد.تابع لیاپانوف با ضرایب 

نوف با ضرایب بازه ای در همسایگی مبدا مختصات موجود پااباشد. هرگاه یک تابع لی  (1)مبدا مختصات نقطه تعادل سیستم  :2-1لم

آنگاه مبدا مختصات یک نقطه پایدار  ‚نیمه معین منفی باشد 𝑣̇𝚲(𝑥)آنگاه این نقطه تعادل بطور مجانبی پایدار می باشد.  هرگاه  ‚باشد

 می باشد.

 یک تابع لیاپانوف با ضرایب بازه ای در همسایگی مبدا مختصات موجود است پس به ازای هر ماتریس اسکالر  -برهان

Λ ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛 ‚ 𝑣Λ(𝑥)  تابع لیاپانوف در همسایگی مبدا مختصات است و مبدا مختصات یک نقطه تعادل با پایداری مجانبی

Λبه ازای هر ماتریس اسکالر  (2)برای سیستم  ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛  می باشد. از اینرو مبدا مختصات یک نقطه تعادل با پایداری مجانبی



 
Λ1پس ماتریس اسکالر  ‚نیمه معین منفی باشد 𝑣̇𝚲(𝑥)می باشد. هرگاه  (1)برای سیستم  ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛   موجود است که

𝑣̇Λ1
(𝑥)  نیمه معین منفی است و مبدا مختصات برای سیستم𝑥̇ = 𝐴Λ1

𝑥 پایدار  (1)و در اینصورت سیستم  [1]پایدار می باشد 

𝑣Λ(𝑥)یافت شود که  𝑃بایستی ماتریس متقارن  (2)برای پایداری سیستم است.  = 𝑥′𝑃𝑥  تابع معین مثبت باشد و 

 𝑣̇Λ(𝑥) = 𝑥′[𝐴Λ
′ 𝑃 + 𝑃𝐴Λ]𝑥  معین منفی باشد. از عبارت𝐴Λ

′ 𝑃 + 𝑃𝐴Λ = −𝐼  به ازای ماتریس اسکالر 

Λ ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛  ماتریس معین مثبت  [1]و بااستفاده از روش سیلوستر𝑃 بدست می آید. در نتیجه به ازای ماتریس های 

Λ ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛    که از عبارت 𝐴Λ
′ 𝑃 + 𝑃𝐴Λ = −𝐼 ماتریس های معین مثبت𝑃 به ازای این  (2)پس سیستم  ‚حاصل گردد

Λماتریس های  ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛  پایدار مجانبی است و ماتریس بازه ای𝓐  که از این ماتریس هایΛ ∈ 𝐽[0,1]𝑚×𝑛  حاصل

 پایدار مجانبی می باشد. 𝓐به ازای این ماتریس بازه ای  (1)سیستم  ‚گردیده است

بررسی شد و در این مثال پایداری سیستم را با استفاده از تابع لیاپانوف مورد بررسی قرار می  2-1پایداری سیستم در مثال :2-2مثال

 گیرد.

𝓐 = [
[−1,2] 0

0 [−5,3]
]   ,   𝐴Λ = [

−1 + 3𝜆11 0
0 −5 + 8𝜆22

]  

𝐴Λ
′ 𝑃 + 𝑃𝐴Λ = −𝐼  

[
−1 + 3𝜆11 0

0 −5 + 8𝜆22
] [

𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
] + [

𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
] [

−1 + 3𝜆11 0
0 −5 + 8𝜆22

] = [
−1 0
0 −1

]  

[
2𝑝11(−1 + 3𝜆11) 𝑝12(−6 + 3𝜆11 + 8𝜆22)

𝑝12(−6 + 3𝜆11 + 8𝜆22) 2𝑝22(−5 + 8𝜆22)
] = [

−1 0
0 −1

]  

𝑝12(−6در صورتی درایه  + 3𝜆11 + 8𝜆22)   همیشه صفر می باشد که𝑝12 = سایر درایه ها در تساوی دو  با مساوی قرار دادن.  0

𝑝12 ‚ماتریس فوق =
−1

2(−1+3𝜆11)
𝑝22و   =

−1

2(−5+8𝜆22)
𝑃حاصل می شود. لذا ماتریس   = [

−1

2(−1+3𝜆11)
0

0
−1

2(−5+8𝜆22)

] 

0بایستی  ‚ 𝑃بدست می آید. برای معین مثبت بودن ماتریس  < 𝜆11 <
1

3
0و   < 𝜆22 <

5

8
که در اینصورت سیستم پایدار می   

𝜆11باشد. هرگاه  =
1

3
𝜆22و   =

5

8
1تابع لیاپانوف نیمه معین مثبت بوده و سیستم پایدار می باشد. اگر  

3
< 𝜆11 < 5یا  1

8
< 𝜆22 <

Λسیستم ناپایدار می باشد. در نتیجه ماتریس  1 ∈ 𝐽[0,1]2×2 موجود است که سیستم پایدار نمی باشد و لذا سیستم ناپایدار است 
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