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 چکیده 

پارامترهای متغیر دلیل  هکه ب MEMSبرای ژیروسكوپ در این مقاله 

یک بازمان و اغتشاش دارای عدم تطابق بین دو محور ارتعاشی است، 

 جدید ارائه روشبر مبنای  برای تخمین متغیرهای حالت آن رویتگر بهینه

 سیستم های ابتدا بسط سری تیلور حالت روشدر این گردد.  می

استخراج بینی با مرتبه دلخواه  در یک افق پیش ژیروسكوپ و رویتگر آن

سازی خطای یک حل تحلیلی مبتنی بر حل مسئله کمینه در ادامهو شده 

حلقه بسته رویتگر بهینه را ارائه  شكلکه یک  آید می بدستبینی  پیش

هایی که ازحل مسئله  ان تمامی بهرهاز می بهینه دهد. بهره رویتگر می

کنند،  بین بدست آمده و پایداری را برآورده می سازی خطای پیش کمینه

با نتایج ها  در تخمین حالتگردد. در نهایت کارایی این روش  اب میانتخ

 .   شود داده میسازی نشان  شبیه

 -بینی پیش -رویتگربهینه - MEMS ژیروسكوپ : واژه های کلیدی
 پارامتر متغیربا زمان.

 

 مقدمه  -1

به دلیل اندازه کوچک،  MEMSهای  اخیر از ژیروسكوپ های سال در

فاده شده است گیری و کنترل است رق و هزینه کم به وفور در اندازهمصرف ب

گیری  به دلیل قابلیت اندازه MEMSهای  ژیروسكوپبراین  [. علاوه1-5]

های ناوبری  ودرو و سیستمای معمولاً درکاربردهایی مانند خ سرعت زاویه

متاثر از اغتشاشات  MEMSاما عملكرد ژیروسكوپ  شوند. میاستفاده 

ها فرکانس نوسانی را  خارجی و پارامترهای متغیر با زمان است که اثرات آن

[. 6]گردد دو محور ارتعاشی می ایجاد کرده که  موجب عدم تطابق بین

بنابراین،  نیاز به استفاده از رویكرد کنترل مناسب بویژه کنترل مقاوم برای 

از آنجا که در طراحی و پیاده  [. 7و6[و ]2و1]حل این چالش وجود دارد

توان از  باشد، لذا می سازی کنترل نیاز به متغیرهای حالت سیستم می

 ای حالت بهره گرفت.  رویتگر به منظور تخمین متغیره

 یگرها ینکالمن و تخمیلترخانواده  ف بهینه، رویتگرهای بررسیدر        

) افق متحرک
1
MHE) ین دسته ازا اند. در شناخته شده یبخوب 

 یمشده تنظ یفتعر ینهتابع هز یسازینهگرها، بهره براساس به ینتخم

به حل  تخمینافق متحرک،  گرهای تخمیندر به عنوان مثال  گردد. یم

در شده  یفتعر ینپنجره تخم ،افق محدود سازیبهینهمسئله  2برَخط

 یتگرهایرو اگرچه .[11-8] دارد بستگیو اغتشاش  نویز یود،ق حضور

واغتشاش مقاوم   یزدر برابر نو ید تاحدنتوان یم افق متحرکمانند  ینهبه

 .هستند یساز یادهپ حالت ها درمشكلات و چالش یبرخ ایاما دار ،دنباش

                                                 
1

 Moving Horizon Estimator 

On-line
2

  

-ده و می بو برَخط ی به صورتسازی در این نوع از رویتگرها، بهینهبطورکل

محدب  غیر ها، دلیل وجود بعضی محدودیتسازی بهتواند در حالت پیاده

 یها ینهدر کمی ممكن است سبب گرفتاردر نتیجه و  [13و12گردد ]

 .و به عبارتی، دور شدن از شرایط بهینه شود یمحل

ینی سنگ یات محاسباتعملیبَرخط به  سازی بهینه این،بر  علاوه        

این مسئله مستلزم محاسبات سریع  سازی،در حالت پیاده که نیازمند است

موضوع  ینا و باشدمی خیلی کوتاه بردارینمونه  زمانعین حال  ودر

با محسوب شود.  سریع دینامیکبا  یهاسیستم برایچالش  تواند یک می

 ینبر غلبه بر ا یمحدود سعبه صورت مطالعات  برخی ازر وجود، د ینا

در  ، بُرون خط یساز ینهبه برای یبروش تقر با استفاده از یدشوار

[ یک ایده با 13[. در ]15-13] شده است افق متحرک یهاگرینتخم

گیری های اندازهخط رابطه بین توالی دادهبُرون هدف شناسایی 

متناظر آنها، در ابتدای پنجره متحرک ارائه )ورودی/خروجی( و حالت اولیه 

[ پیاده سازی این ایده با استفاده از ویژگی 14شده و در ادامه در ]

 .های عصبی انجام شده استتقریبگری شبكه

 زمینهدر  العات محدودطم در مورد سایر رویتگرهای بهینه، برخی        

[. تخمین بهینه 18-16] انجام شده است حالت متغیرهای بهینه تخمین

های خطی تغییر  سازی خطای تخمین حالت برای سیستم برمبنای کمینه

[ به 16خط در ]بُرون ناپذیر با زمان با نرخ همگرایی دلخواه و بصورت 

 4کاهش یافته [ به شكل رویتگر مرتبه17و در ] 3شكل رویتگر مرتبه کامل

نه بر مبنای [ یک رویتگر بهی18ارائه شده است. علاوه براین، مرجع ]

های سازی خطای تخمین خروجی سیستم )نه تمامی حالت کمینه

و  کند سازی ارائه میخط مسئله بهینهبُرون سیستم( و مبتنی بر حل 

سازی و تقریب ترِم بهینه رویتگر با مسئله بهینه بَرخطسپس با حل 

  شود. ، این رویتگر بهینه ارائه می5استفاده از ایده برنامه ریزی پویا

ها صرفنظر از خطی یا غیرخطی  با این وجود در تمامی این روش       

سازی  ها در تابع هزینه، کمینه بودن سیستم و عدم وجود تمامی حالت

از  بینی انجام شده است. خطای تخمین در زمان فعلی بدون رویكرد پیش

صورت های یک سیستم غیرخطی به تحال ینیب شیمورد پ در طرف دیگر

تواند  میمناسب  یكردرو لذا یک مطالعات قابل توجهی وجود ندارد. نهیبه

ن آمقاله به  ینا   در باشدکهبا زمان با مرتبه دلخواه  یرمتغ ینامیکد یبتقر

 قیاز طرتخمین آنها و  ستمیس یها تحال روش، نیا در شود. میپرداخته 

مین، در جهت افزایش دقت تخ دلخواه مرتبه با لوریت یبسط سر بكارگیری

، است ممكن ستمیس کی یها حالت بیتقر اگرچه. شوند زده می بیتقر

ی میمستق نگرش تواند یم اما کند،تر دهیچیپ رام ستیس یداریپا لیتحل ارائه

                                                 
3 Full-order observer 

4 Reduced-order observer 
5 Approximate dynamic programming 
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 یگذرا رفتار و نماید فراهم غیرخطی سیستم کینامید از رفتار وعملكرد

 شود ارائهبیان و  تریموثر طور به را یاصل ستمیس

 

 معادلات سیستمسازی و  مدل -2

. ژیروسكوپ دهد را نشان می zمحور  MEMSیک ژیروسكوپ  1شكل

 فنرهای تعبیه شدهشامل یک جرم ثابت است که توسط  MEMSارتعاشی 

م های حسگر و یک محرک الكترواستاتیک مكانیزدر آن از  که معلق است

 موقعیت حس کردن و ثابتوادار کردن حرکت نوسانی و سرعت جرم  برای

با سرعت ثابت  نصب شده است روی آنکه جرم  یقاب شود. استفاده می

آهستگی تغییر به که  Ωz  ای  زاویهو ژیروسكوپ با سرعت کرده حرکت 

𝑚Ω𝑧 نیروهای گریز از مرکز . چرخد کند، می می
2�̅� و 𝑚Ω𝑧

2�̅� دلیل ب

نیروی کوریولیس در جهتی وچک بودن جابجایی ها قابل صرفنطر بوده و ک

 بر محورهای محرک و دورانی ایجاد می شود.عمود 

 
 MEMSساختار ژیروسکوپ  -1شکل 

 

 .[6]نوشتزیر  توان بصورت را میمعادلات دینامیكی این ژیروسكوپ 

�̈� + (𝑫 + 2𝛀)�̇� + 𝑲𝑏𝒒 = 𝒖              (1) 

 

 

 که در آن 

𝒒 = [�̅�, �̅�]𝑇 , 𝒖 = [𝑢�̅�, 𝑢�̅�]
𝑇
 

 

𝑫 = [
𝑑𝑥𝑥 𝑑𝑥𝑦

𝑑𝑥𝑦 𝑑𝑦𝑦
] , 𝛀 = [

0 −Ωz

Ωz 0
] ,𝑲𝑏 = [

𝜔𝑥
2 𝜔𝑥𝑦

𝜔𝑥𝑦 𝜔𝑦
2 ] 

ω𝑥 = √
𝑘𝑥𝑥

𝑚𝜔0
2  , ω𝑦 = √

𝑘𝑦𝑦

𝑚𝜔0
2  , ω𝑥𝑦 =

𝑘𝑥𝑦

𝑚𝜔0
2 ,  

 

(2) 

𝜔و 
0

  ،  m  به ترتیب فرکانس طبیعی هر محور ژیروسكوپ و جرم معلق

 است.

بازنویسی کرد.  زیربصورت را ( 1) سیستممعادلات توان می  

�̇�(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝑩(𝒇(𝒙, 𝑢)) 

𝑦(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) 

(3) 

 که در آن

𝒙 = [𝒒, �̇�], 𝑨 = [
𝟎 𝟏
𝟎 𝟎

] , 𝑩 = [
𝟎
𝟏
] , 𝑪 = [𝟏, 𝟎], 

 

    𝑓(𝒙, 𝒖) = −(𝑫 + 2𝜴)�̇� − 𝑲𝑏𝒒 + 𝒖              

(4)  

,𝑓(𝒙تابع  .1فرض 𝒖) شیتز را نسبت به  شرط لیپ𝒙 کند.  برآورده می

 :وجود دارد بطوریكه αها یک عدد ثابت مثبت  �̂�و  𝒙یعنی برای تمامی 

‖𝑓(𝒙, 𝒖) − 𝑓(𝒙 , 𝒖)‖ ≤ 𝛼‖𝒙 − 𝒙‖ (5) 

 

 بینی طراحی رویتگر بهینه مبتنی بر پیش -3

   تا مرتبه لوریت یبا سر ینیب شیافق پ کیدر 𝒙𝒊(𝒕) حالت  متغیر ابتدادر 

 𝒓 ≥ 𝒏 =  شود. یزده م بیتقر𝟐

𝑥𝑖(𝑡 + 𝜏) ≅ 𝑥𝑖(𝑡) + 𝜏�̇�𝑖(𝑡) + ⋯+
𝜏𝑟

𝑟!
𝑥𝑖

[𝑟](𝑡) 

𝑇1 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇2 

(6) 

 یا به عبارت دیگر

𝑥𝑖(𝑡 + 𝜏) ≅ 𝝑𝑇𝑿𝑖(𝑡), 𝝑 = [1, 𝜏, … ,
𝜏𝑟

𝑟!
]

𝑇

 (7) 

 و 

𝑿𝑖(𝑡) = [𝑥𝑖(𝑡), 𝑥𝑖
[1](𝑡), … , 𝑥𝑖

[𝑟](𝑡)]
𝑇
 

= [
𝑥𝑖(𝑡), 𝑥𝑖+1(𝑡), … , 𝑥2(𝑡),

𝑓(𝑥, 𝒖), … , 𝑧𝑖+𝑟−3(𝑥, 𝒖, … , 𝒖[𝑖+𝑟−3])
]

𝑇

, 

𝑖 = 1,2 

(8) 

 که در آن

𝑧0(𝒙, 𝒖) = 𝑓(𝒙, 𝒖) 

𝑧1(𝒙, 𝒖, �̇�, 𝑡) = 𝑓[1](𝒙, 𝒖) 

=
𝜕𝑓(𝑥, 𝒖)

𝜕𝒙
�̇� +

𝜕𝑓(𝑥, 𝒖)

𝜕𝒖
�̇�, 

𝑧2(𝒙, 𝒖, �̇�, �̈�) = 𝑓[2](𝒙, 𝒖)                    
⋮ 

𝑧𝑟−𝑛(𝒙, 𝒖, … , 𝒖[𝑟−2]) = 𝑓[𝑟−2](𝒙, 𝒖), 

⋮ 

𝑧𝑟−1(𝑥, 𝒖, … , 𝒖[𝑟−1]) = 𝑓[𝑟−1](𝒙, 𝒖) 

(9) 

در  زیربصورت  یشنهادیپ رویتگر دینامیکمعادلات براساس روابط فوق 

 شود. مینظر گرفته 

�̇̂�(𝑡) = 𝑨�̂�(𝑡) + 𝑩(𝑢𝑜(𝑡)) 

�̂�(𝑡) = 𝑪�̂�(𝑡) 

 

(10) 

 .یدآ یدر ادامه بدست مکه  ترِم اصلی رویتگر بهینه بوده 𝑢𝑜(𝑡) ن آکه در 

( بصورت زیر 9( و)2از طرفی دینامیک خطای تخمین با استفاده از روابط )

 آید. بدست می
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�̇�(𝑡) = 𝑨𝑬(𝑡) + 𝑩(𝑓(𝒙, 𝒖) − 𝑢𝑜) 

𝑒𝑦(𝑡) = 𝑪𝑬(𝑡) 
(11) 

𝑬(𝑡)که در آن  = [𝑒1(𝑡), 𝑒2(𝑡)]
𝑇 ،  𝑖 = 𝑒𝑖(𝑡)و  1,2 = 𝑥𝑖(𝑡) − �̂�𝑖(𝑡) 

 حالت است. هر خطای تخمین

 �̂�𝑖(𝑡)بینی تخمین حالت ( پیش6، مشابه رابطه )𝑢𝑜(𝑡)منظور تعیین به

 شود:بیان می  یربصورت ز یلورت یبا استفاده از بسط سر یدر افق آت

�̂�𝑖(𝑡 + 𝜏) ≅ �̂�𝑖(𝑡) + 𝜏�̂��̇�(𝑡) + ⋯+
𝜏𝑟

𝑟!
�̂�𝑖

[𝑟](𝑡) 

𝑇1 ≤ 𝜏 ≤ 𝑇2, 
(12) 

 یا به عبارت دیگر

�̂�𝑖(𝑡 + 𝜏) ≅ 𝝑𝑇�̂�𝑖(𝑡) (13) 

 که در آن

�̂�𝑖(𝑡) ≅ [�̂�𝑖(𝑡), �̂�𝑖
[1](𝑡), … , �̂�𝑖

[𝑟](𝑡)]
𝑇

 

= [
�̂�𝑖(𝑡), �̂�𝑖+1(𝑡), … , �̂�2(𝑡),

𝑢𝑜(𝑡), . . . , 𝑢𝑜
[𝑖+𝑟−3](𝑡)

]

𝑇

 

(14) 

زیر بصورت  برداریحالت ها به شكل  تخمین خطای بینیاز طرفی پیش

 است: قابل بیان

𝑬(𝑡 + 𝜏) = [𝑒1(𝑡 + 𝜏), 𝑒2(𝑡 + 𝜏)]𝑇 (15) 

توان  را میبینی خطای تخمین این پیش ،(13( و )7روابط )براساس 

 چنین بیان نمود: این

𝑬(𝑡 + 𝜏) = 

[𝑥1(𝑡 + 𝜏) − �̂�1(𝑡 + 𝜏), 

𝑥2(𝑡 + 𝜏) − �̂�2(𝑡 + 𝜏)]𝑇 

≅[(𝑿1(𝑡) − �̂�1(𝑡)) , (𝑿1(𝑡) − �̂�2(𝑡))]
𝑇𝝑 

(16) 

 یشنهادی است،پ یتگراز رو یبه عنوان بخش 𝑢𝑜(𝑡) یافتن ی،اصل هدف

 یرز ینهطبق تابع هز یستمس ی هاحالت ینتخم یخطا ینیبیشپ یكهبطور

  گردد. کمینه

𝐽 =
1

2
∫ 𝑬𝑇(𝑡 + 𝜏)𝑬(𝑡 + 𝜏)𝑑𝜏

𝑇2

𝑇1

 (17) 

 .هستند بالاو  پایین بینیپیش های نزمابه ترتیب  𝑇2و  𝑇1که در آن  

 ( را در نظر بگیرید.17( و تابع هزینه )3خطی )سیستم غیر  .1قضیه

 𝑢𝑜(𝑡)(، سیگنال 15بینی خطای تخمین تعریف شده در ) برمبنای پیش

بصورت ، کند ( را کمینه می17تابع هزینه )( که 10پیشنهادی ) در رویتگر

 شود:زیر حاصل می

𝑢𝑜(𝑡) = 𝑓(𝒙, 𝒖) + 𝑲𝑬(𝑡) (18) 

𝑲  در آن که = [𝑘1 , 𝑘2]   گردد. یم ییندر ادامه تعو 

 زیرتوان بصورت  می( را 17) ینهتابع هز ،(16با استفاده از رابطه ) .اثبات

 زد. تقریب

𝐽 ≅
1

2
∑∫ (𝑿𝑖(𝑡) − �̂�𝑖(𝑡))

𝑇
𝝑𝝑𝑇(𝑿𝑖(𝑡)

𝑇2

𝑇1

𝑛

𝑖=1

− �̂�𝑖(𝑡))𝑑𝜏 

=
1

2
∑(𝑿𝑖(𝑡) − �̂�𝑖(𝑡))

𝑇
∫ 𝝑𝝑𝑇 𝑑𝜏 ( 𝑿𝑖(𝑡)

𝑇2

𝑇1

𝑛

𝑖=1

− �̂�𝑖(𝑡)) 
 

=
1

2
∑( 𝑿𝑖(𝑡) − �̂�𝑖(𝑡))

𝑇
𝜦(𝑿𝑖(𝑡) − �̂�𝑖(𝑡))

𝑛

𝑖=1

 

(19) 

 :داریم( 7که طبق رابطه )

𝜦 = ∫  𝝑𝝑𝑇 𝑑𝜏  
𝑇2

𝑇1

 

=

[
 
 
 
 
 𝑇2 − 𝑇1 …

𝑇2
𝑟+1 − 𝑇1

𝑟+1

(𝑛 + 1)!
⋮ ⋮ ⋮

𝑇2
𝑟+1 − 𝑇1

𝑟+1

(𝑟 + 1)!
…

𝑇2
2𝑟+1 − 𝑇1

2𝑟+1

𝑟! 𝑟! (2𝑟 + 1) ]
 
 
 
 
 

, 

𝜦 ∈ 𝑅𝑟+1 

(20) 

 عبارتست از سازی بهینه برایآنگاه شرط لازم 

𝜕𝐽

𝜕𝑢𝑜
= ∑

𝜕 ( 𝑿𝑖(𝑡) − �̂�𝑖(𝑡))
𝑇

𝜕𝑢𝑜
𝛬 ( 𝑿𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

− �̂�𝑖(𝑡)) = 0 

(21) 

 :داریم( 14( و )8با استفاده از روابط ) (،21حل رابطه ) برای

[𝑿𝑖(𝑡) −  �̂�𝑖(𝑡)] 

= [𝑒𝑖(𝑡), 𝑒𝑖+1(𝑡), … , 𝑒2(𝑡), 𝑓(𝒙, 𝒖)

− 𝑢𝑜(𝑡), … , 𝑧𝑖+𝑟−(𝒙, 𝒖,… , 𝒖[𝑖+𝑟−3])

− 𝑢𝑜
[𝑖+𝑟−3](𝑡)]

𝑇

 

= [�̅�𝑖 , 𝑯𝑖]
𝑇  

(22) 

 که در آن

�̅�𝑖 = [𝑒𝑖 , … , 𝑒𝑛]𝑇 , 
𝑖 = 1,2 , �̅�𝑖 ∈ 𝑅(3−𝑖), 

 

𝑯𝑖 = [𝑓(𝒙, 𝒖)

− 𝑢𝑜(𝑡),… , 𝑧𝑖+𝑟−3(𝒙, 𝒖, … , 𝒖[𝑖+𝑟−3])

− 𝑢𝑜
[𝑖+𝑟−3](𝑡)]

𝑇
, 

𝑖 = 1,2  ,  𝑯𝑖 ∈ 𝑅𝑟−3+𝑖 

(23) 

بازنویسی  زیرتوان بصورت  می( را 21ه )طراب(، 23( و )22لذا براساس  )

 کرد.
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[01×𝑟 , (
𝜕𝐻1

𝜕𝑢0
)
𝑇

] 𝜦 ( 𝑿1(𝑡) − �̂�1(𝑡))

+ [01×1 , (
𝜕𝑯𝑛

𝜕𝑢0
)
𝑟×1

𝑇

] 𝜦 ( 𝑿2(𝑡) − �̂�2(𝑡))

= [01×𝑟 , (
𝜕𝐻1

𝜕𝑢0
)
𝑇

] 𝜦 [
�̅�1

𝐻1
] + ⋯

+ [01×1 , (
𝜕𝑯2

𝜕𝑢0
)
𝑟×1

𝑇

] 𝜦 [
�̅�2

𝑯2
]  =  0 

(24) 

 .آید میبدست  زیر رابطه نتیجهو در 

[𝛬𝑟+1,1, … , 𝛬𝑟+1,𝑟+1] [
�̅�1

𝐻1
] + ⋯ 

+[𝛬2,1, … , 𝛬2,𝑟+1] [
�̅�2

𝑯2
] = 0 

(25) 

با  است. 𝜦 یسام ماتر𝑗  ستون و  ام𝑖  یانگر المان سطرب 𝛬𝑖,𝑗که در آن  

 ( داریم:24ساده سازی رابطه )

𝛾𝑟 (𝑧𝑟−1(𝒙, 𝒖, … , 𝒖[𝑟−1]) − 𝑢𝑜
[𝑟−1]

) + ⋯ 

+𝛾1(𝑓(𝒙, 𝒖) − 𝑢𝑜(𝑡)) 
 

= ∑�̅�𝑖𝑒𝑖(𝑡) =  

𝑛

𝑖=1

�̅�𝑬(𝑡) 

(26) 

�̅�و  𝛾𝑖که در آن  = [�̅�1, �̅�2]  ریسمات  برمبنایمعلوم و 𝜦 یینتع 

 د.نگرد یم

𝑢𝑜(𝑡) = 𝑓(𝒙, 𝒖) + 𝑲𝑬(𝑡) (27) 

های زمانی عبارت از آنجاکه  مشتق 𝑲حال برای محاسبه صحیح بردار 

𝑓(𝒙, 𝒖)   تا مرتبه 𝑟 −  اند، داریم:مشخص شده (8در رابطه ) 1

𝑢𝑜(𝑡) = 𝑓(𝒙, 𝒖) + 𝑲𝑬(𝑡) 

𝑢�̇�(𝑡) = 𝑧1(𝒙, 𝒖, �̇�) + 𝑲�̇�(𝑡) 

⋮ 

𝑢𝑜
[𝑟−1]

= 𝑧𝑟−1(𝒙, 𝒖, … , 𝒖[𝑟−1]) + 𝑲𝑬[𝑟−1] 

(28) 

( را  11(، رابطه دینامیک خطا در )28در رابطه ) 𝑢𝑜(𝑡)سپس با توجه به 

 توان بصورت زیر نوشت. می

�̇�(𝑡) = 𝑨𝑬(𝑡) + 𝑩(−𝑲𝑬(𝑡)) = 𝑨𝑐1𝑬 

𝑒𝑦(𝑡) = 𝑪𝑬(𝑡) (29) 

 که در آن

𝑨𝑐1 = 𝑨 − 𝑩𝑲 

= [
0 1

−𝑘1 −𝑘2
] 

(30) 

 شود. بصورت زیر حاصل می E( مشتقات  خطای 29با استفاده از رابطه )

�̇�(𝑡) = 𝑨𝑐1𝑬(𝑡) 

𝑬[2](𝑡) = 𝑨𝑐1
(2)

𝐸(𝑡) 

⋮ 

𝑬[𝑟−1](𝑡) = 𝑨𝑐1
(𝑟−1)

𝑬(𝑡) 

(31) 

( رابطه 26( در )28( واستفاده از حاصل رابطه )28( در )31از جایگذاری )

حاصل شده  Kی بردار به سادگآید که از حل آن   ماتریسی زیر بدست می

 گردد. میو اثبات کامل 

𝛾𝑟𝑲𝑨𝑐1
(𝑟−1)

+ ⋯+ 𝛾1𝑲 + �̅� = 𝟎 (32) 

 رویتگر پیشنهادی (، دینامیک27یعنی رابطه ) 1لذا براساس نتیجه  قضیه

 آید:بدست می  زیربصورت ( 10)

�̇�(𝑡) = 𝑨�̂�(𝑡) + 𝑩(𝑓(𝒙, 𝒖) + 𝑲𝑬(𝑡)) 

�̂�(𝑡) = 𝑪�̂�(𝑡) 
(33) 

استفاده شده است،در ادامه برای  𝒙در این رویتگر، از سیگنال از آنجا که 

-تعریف شده به صورت زیر، به  �̂�𝑜(𝑡)رویتگر پیشنهادی، سیگنال جدید 

 شود: ،  بكار گرفته می𝑢𝑜(𝑡)جای سیگنال 

�̂�𝑜(𝑡) = 𝑓(�̂� , 𝒖) + 𝐾𝑬(𝑡) (34) 

∞→limt  و همچنین در پایان این مقاله نشان داده خواهد شد که ûo(t) =

uo(t) . 

 توان بصورت زیر نوشت. حال دینامیک خطا را می

�̇�(𝑡) = 𝑨𝑬(𝑡) + 𝐵(𝑓(𝒙, 𝒖) − �̂�𝑜(𝑡)) (35) 

 ( داریم:35( در )34) جایگذاری

�̇�(𝑡) = 𝑨𝑬(𝑡) + 𝑩(−𝑲𝑬(𝑡) + 𝑓(𝒙, 𝒖)

− 𝑓(�̂�, 𝒖)) 

= 𝑨𝑐𝑬(𝑡) + 𝑩(𝑓(𝒙, 𝒖) − 𝑓(�̂�, 𝒖)) 

(36) 

�̅�𝑐حال ماتریس  = 𝑨 − 𝑳𝑪  پذیر بودن  با توجه رویتکنیم.  را تعریف می

(𝑨, 𝑪)، .دینامیک خطا بصورت زیر قابل باز نویسی است 

�̇� = 𝑨𝑬 − 𝑳𝑒𝑦(𝑡) + 𝑩(𝑓(𝒙, 𝒖) − 𝑓(�̂�, 𝒖)) 

= �̅�𝒄𝑬 + 𝑩(𝑓(𝒙, 𝒖) − 𝑓(�̂�, 𝒖)) 

𝑒𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡) − �̂�(𝑡) = 𝑪𝑬(𝑡) 

(37) 

که  بیانگر آن است که دینامیک رویتگر بهینه پیشنهادی بصورت زیر 

 است.

�̇̂�(𝑡) = 𝑨�̂�(𝑡) + 𝑳𝑒𝑦(𝑡) + 𝑩(𝑓(�̂�, 𝒖, 𝑡)) 

�̂�(𝑡) = 𝑪�̂�(𝑡) 
(38) 

 استفاده کرد. 𝑳توان برای بدست آوردن  از رابطه زیر می

𝜆(𝑨 − 𝑳𝑪) = 𝜆(𝑨𝑐) (39) 

بطور بهینه تعیین   𝑨c(، 1مطابق قضیه )مقدار ویژه ماتریس و    𝜆 که

 گردد. می
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های معین مثبت  ، وجود دارد ماتریسγ̅و  εبرای هر عدد مثبت  .2فرض

Q  وP بطوریكه 

�̅�𝒄
𝑇
𝑷 + 𝑷�̅�𝒄 + 2�̅�𝑷 + 𝜀(𝑷𝑩)(𝑷𝑩)𝑇 +

1

𝜀
𝛼2𝑰 = −𝑸 (40) 

( 37تخمین )( و دینامیک خطای 38رویتگر غیرخطی بهینه ) .2قضیه

( دینامیک خطای تخمین، 2( و )1های ) مفروض است. با توجه به فرض

 پایدار نمایی است.

 گیریم. برای اثبات پایداری نمایی متغیر جدید زیر را در نظر می اثبات.

𝑬𝑎(𝑡) = 𝑒�̅�𝑡𝑬(𝑡) (41) 

 عدد ثابت مثبت است. �̅�که در آن 
مثبت تعریف شده در فرض ماتریس معین  Pتابع لیاپانوف زیر که در آن 

 ( است.2)

𝑉 = 𝑬𝑎
𝑇𝑷𝑬𝑎 (42) 

.دهد گیری از تابع لیاپانوف نتیجه می قمشت  

�̇� = �̇�𝑎
𝑇
𝑷𝑬𝑎 + 𝑬𝒂

𝑇𝑃𝑬�̇� (43) 

 .( داریم43( در )37( و جایگذاری )41استفاده از رابطه )

�̇� = 𝑒2�̅�𝑡 {𝑬𝑇 (�̅�𝒄
𝑇
𝑷 + 𝑷�̅�𝒄 + 2�̅�𝑷)𝑬

+ (𝑓(𝒙, 𝒖)

− 𝑓(�̂�, 𝒖))
𝑇
(𝑷𝑩)𝑇𝑬

+ 𝑬𝑇𝑷𝑩(𝑓(𝒙, 𝒖)

− 𝑓(�̂�, 𝒖))} 

(44) 

,𝐗از طرفی، بطور کلی برای هر ماتریس  𝐘  و هر عدد مثبتε 

 های زیر برقرار است. نامساوی

𝑿𝑇𝒀 + 𝒀𝑇𝑿 ≤
1

𝜀
𝑿𝑇𝑿 + 𝜀𝒀𝑇𝒀 (45) 

𝑋حال برای  = 𝑓(𝒙, 𝒖) − 𝑓(�̂�, 𝒖)  ،𝒀 = (𝑷𝑩)𝑇𝑬  و استفاده از فرض

 آوریم. ( بدست می2)

(𝑓(𝒙, 𝒖) − 𝑓(�̂�, 𝒖))
𝑇
(𝑷𝑩)𝑇𝑬

+ 𝑬𝑇𝑷𝑩(𝑓(𝒙, 𝒖) − 𝑓(�̂�, 𝒖)) 

≤
1

𝜀
|𝑓(𝒙, 𝒖) − 𝑓(�̂�, 𝒖)|2 + 𝜀𝑬𝑇𝑷𝑩(𝑷𝑩)𝑇𝑬 

≤
1

𝜀
𝛼2𝑬𝑇𝑬 + 𝜀𝑬𝑇𝑷𝑩(𝑷𝑩)𝑇𝑬 

(46) 

 :( داریم44( در )46بنابراین، با استفاده از رابطه )

�̇� ≤ 𝑒2�̅�𝑡𝑬𝑇 (�̅�𝒄
𝑇
𝑷 + 𝑷�̅�𝒄 + 2�̅�𝑷 + 𝜀𝑷𝑩(𝑷𝑩)𝑇

+
1

𝜀
𝛼2𝑰)𝑬 

 

(47) 

 دهد. نتیجه می( 85-2( رابطه )2حال با استفاده از فرض )

�̇� < −𝑒2�̅�𝑡𝑄‖𝑬‖ (48) 

با توجه به رابطه  𝑬(𝑡)پایدار مجانبی و در نتیجه  𝑬𝑎(𝑡)بنابراین، 

𝑬(𝑡) = 𝑒−�̅�𝑡𝑬𝒂(𝑡)   پایدار نمایی است. در نتیجه خطای تخمین در

 ( پایدار نمایی بوده و اثبات کامل است.37)

بر همین  اثبات شد.( همگرایی نمایی خطای تخمین به صفر 2در قضیه )

𝑡اساس، برای تمامی  ≥  بطوریكه 𝛽وجود دارد یک عدد مثبت  0

‖𝒙(𝑡) − �̂�(𝑡)‖ ≤ 𝛽‖𝒙(0) − �̂�(0)‖𝑒−�̅�𝑡 (49) 

 ( داریم.2که طبق فرض )

‖𝑓(𝒙, 𝒖) − 𝑓(�̂�, 𝒖)‖ < 𝛼𝛽‖𝒙(0) − �̂�(0)‖𝑒−�̅�𝑡 (50) 

 ور(  بط34)در   �̂�𝑜(𝑡) ین رویتگر پیشنهادی، یعنیب یشپ عبارت یجهنت در

 و یا به عبارتی کند می میل( 18خود در رابطه ) بهینهبه مقدار  مجانبی

lim
𝑡→∞

�̂�𝑜(𝑡) = 𝑢𝑜(𝑡) (51) 

در رویتگر پیشنهادی  �̂�𝑜(𝑡)در نتیجه، این رابطه نشان می دهد عبارت 

سرعت همگرایی . کند آن در میل می  𝑢𝑜(𝑡)بطور نمایی به مقدار بهینه 

( محدود می شود. با انتخاب 49در رابطه ) �̅�رویتگر پیشنهادی به مقدار 

( تغییر 20در ) 𝐴𝑐، مقادیر ویژه ماتریس 𝑇2و  𝑇1بینی  های پیش زمان

 آید. کند و نرخ همگرایی نمایی بدست می می

 

 سازی شبیه -4

 شود. در نظر گرفته می زیربصورت ژیروسكوپ پارامترهای در شبیه سازی 

ωدقت شود فرکانس طبیعی هر محور ژیروسكوپ 
0

= 1𝑘𝐻𝑧  در رابطه

 ( فرض شده است.2)

. 

𝑘𝑥𝑦 = 12.779𝑁/𝑚 𝑚 = 1.8 × 10−7𝑘𝑔 

𝑘𝑥𝑥 = 63.995𝑁/𝑚 𝑑𝑥𝑦 = 3.6 × 10−7𝑁𝑠/𝑚 

𝑘𝑦𝑦 = 95.92𝑁/𝑚 𝑑𝑥𝑥 = 1.8 × 10−6𝑁𝑠/𝑚 

𝑑𝑦𝑦 = 1.8 × 10−6𝑁𝑠/𝑚 𝑑𝑦𝑦 = 1.8 × 10−6𝑁𝑠/𝑚 

𝜔𝑦
2 = 355.3 𝜔𝑥

2 = 355.3 

Ωz = 0.1 𝜔𝑥𝑦 = 70.99 

 

𝒙(𝟎)شرایط اولیه سیستم و رویتگر به ترتیب بصورت          =

[𝟎. 𝟏, −𝟎. 𝟏, 𝟎, 𝟎]𝑻  و�̂�(𝟎) = [𝟎, 𝟎, 𝟎, 𝟎]𝑻  کنترل ورودی و

𝒖 = [𝟏𝟎, 𝟏𝟎]𝑻 .با استفاده از روند طراحی اشاره شده، به ازای  است

𝑻𝟏بینی  های پیش زمان = 𝟎,  𝑻𝟐 = 𝟏𝟎𝟎𝒎𝒔   و مرتبه بسط تیلور

𝒓 = 𝑳  بهره رویتگر بصورت  𝟐 = [𝟐𝟔. 𝟔𝟕, آید.  بدست می [𝟒𝟎𝟎

دهد.  میسازی رویتگر پیشنهادی را نشان  نتایج شبیه (3و )(2)های  شكل

شود، عملكرد رویتگر پیشنهادی  مشاهده می ها همانطورکه از نمودار شكل

های واقعی سیستم بخوبی  های رویتگر به حالت مناسب و همگرایی حالت

 .گیرد  میانجام 
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معرفی  ژیروسكوپدر این مقاله یک روش جدید در طراحی رویتگر بهینه 

بینی با استفاده از بسط سری تیلور با مرتبه  گردید. در ابتدا، خطای پیش

دهد، دلخواه که تقریب مناسبی از رفتار سیستم غیرخطی را نتیجه می

شود. این بدان معناست که هیچ محدودیتی در مرتبه بسط  تقریب زده می

لی ارائه شده سری تیلور وجود ندارد و بنابراین از نظر تئوری راه حل تحلی

بینی نزدیک تواند با هر دقت مشخصی به مسئله پیشدر این مقاله می

بینی به صورت تحلیلی  شود. سپس، تابع هزینه شامل خطای پیش

 .شود سازی شده و منجر به ارائه بهره بهینه رویتگر پیشنهادی می کمینه

ن اثبات نمایی خطای تخمیبراین، در این رویتگر پیشنهادی، پایداری  علاوه

سازی برَخط نیست، پیاده  ازآنجا که در این رویكرد نیازی به بهینهشد. 

های  سازی رویتگر پیشنهادی به سادگی قابل انجام است. علاوه براین، زمان

های  شودکه نرخ های رویتگر مختلفی میبینی منجر به بهره مختلف پیش

ترتیب، بهره  دهد. به این گرایی خطای تخمین مختلفی نیز ارائه می هم

های متناظر با سرعت همگرایی مطلوب توان از میان بهره رویتگر را می

 .سازی نشان داده شداز طریق شبیه رویتگرانتخاب کرد. کارایی این 
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