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 چکیده  

با سه درجه آزادی بررسی شده است بدین    مقاله در این   فلاتر یک پرنده 

استخراج شده    پرنده ابتدا معادلات حاکم با روش لاگرانژ برای یک    منظور،

بال استخراج شده   )در فاز کروز( برای یک مقطع  و نیز معادلات الاستیک 

در نهایت درجات    است.    در فضای حالت نوشته شدهمعادلات   است و سپس  

  ، در مرحله بعد است. گردیده کوپل   پرنده آزادی الاستیک به معادلات صلب 

وضعیت    ، سپس  و ت الاستیک دم نیز به معادلات بدنه و بال کوپل شده  معادلا

  ، در آخر  مورد مطالعه قرارگرفته است.  پایداری پرنده با اعمال گاست ثابت  

پاندولی(   )اثر  دورانی  آزادی  درجه  به صورت یک  نیز  تلاطم سوخت  تاثیر 

گرفته قرار  بررسی  با    مورد  نهایت  در  عددی و  کد  نرم  نوشتن  افزار  در 

MATLAB  روش با  مسئله ،استفاده از ایرودینامیک جونزوP    حل شده و

 .پایداری جسم پرنده بررسی شده است

ئروالاستیسیته، پدیده فلاتر، تئوری آئرودینامیک جونز،  ا  واژه های کلیدی:
 روش لاگرانژ 

 

 مقدمه  -1

با    ا  عموم  مایپرواز، معادلات حرکت هواپ  کی در مراجع و کتب متداول مکان  

سازه    یری و از اثرات انعطاف پذ  ندی آ  یبدست م  مایسازه هواپ  تیفرض صلب

  ما یهواپ  کینامید  یعیطب  یهاکه فرکانس  یگردد. در موارد  یصرف نظر م

  ه سازه داشت یارتعاش  یعیطب  یهابا فرکانس  یادی اختلاف ز   ت،یبا فرض صلب

قبول  مایهواپ  یکینام ید  لیجهت تحل  تیباشند فرض صلب با    ی تا حد قابل 

افزا   تیواقع با  اما  بود.  خواهد  پذ  شی سازگار  کاهش    یری انعطاف  و  سازه 

  ت یو فرض صلب  افتهیاختلاف کاهش    ن یسازه ا   ی ارتعاش  یعیطب  ی هافرکانس

 .قابل قبول نخواهد بود گریسازه د

در دهه   شتریب   اریو دهانه بال بس لی بزرگتر با بدنه طو  یماهایبا ساخت هواپ

ن   یلادیم  پنجاه افزا  یریبکارگ  زیو  و  جت  هواپ  شی موتور    ماها یسرعت 

گشت.    داریپد   د، یگرد   ی که بعضآ منجر به سوانح مرگبار  یمشکلات متعدد

بعد    یهاو مواد مرکب نوظهور در سال  دیجد   یاژهایآل  یریبکارگ  نیهمچن

که عدم در    ی به گونه ا  د؛ ی سازه گرد  ی ریانعطاف پذ   ریچشمگ  ش یباعث افزا 

صوت و گذر    ریبا سرعت ز   یماهایسازه در هواپ  یرینظر گرفتن انعطاف پذ 

ن  و  بزرگ  و    ی هاجنگنده  ز یصوت  باعث کاهش دقت  تنها  نه  مافوق صوت 

-لیتحل  ارینادرست را در اخت  کاملا    یجی بلکه  نتا  د، یگرد  ی م  هالیصحت تحل

م قرار  بررس  داد.  ی گران  به  ناگزیر  پژوهشگران  اثرات  بنابراین،  دقیق  ی 

توسکو و میروویچ  د. به عنوان مثال،  ایروالاستیسیته روی اجسام پرنده گردیدن

بندی جامع و واحد شامل تحلیل  که یک فرمول  کردند تلاش  در مقاله خود  

هواپیمای   ای،سازه دینامیکی، یک  پرواز  برای  کنترلی  و  آیرودینامیکی 

در این مقاله هم بر پایه مفاهیم دینامیک پرواز حرکت   .کنندپذیر ارائه  انعطاف

به صورت   اجزای مختلف)بدنه،بال و دم(  بررسی شده و هم  صلب هواپیما 

انعطاف نیروی  اجسام  وجود  با  و  شده  گرفته  نظر  در  پذیر 

همچنین   آیرودینامیک،پیشرانش،وزن و کنترل مورد بررسی قرارگرفته است.

ی قسمت صلب در نظرگرفته شده است.)سه  درجه برا  6در این مقاله حرکت  

درجه آزادی انتقالی و سه درجه آزادی دورانی( که در نتیجه معادلات حاکم  

نیز یک سری    6شامل   برای حرکت صلب و  اول  معادله دیفرانسیل مرتبه 

 .[1]شودجایی الاستیک هر جزء میمعادله برای جابه

دینامیک و هم برای مدل  های مختلفی هم برای آیروبرای کنترل فلاتر روش

ای توسعه یافته است که روش المان محدود در این زمینه بسیار رایج  سازه

های هندسی بر مقطع  در مقاله خود تاثیر پارامتر  پرابهو و اسنرینیواز   است.

ایرفویل با استفاده از آیرودینامیک ناپایا به منظور یافتن مقادیر بهینه برای  

توج  با  هندسی  دیفرانسیلی  پارامترهای  ارزیابی  و  ژنتیک  الگوریتم  به  ه 

قابل مشاهده    1مسئله بررسی شده در مقاله آنها در شکل    [2] اندپرداخته

 است. 

 
 [2] شکل شماتیک مسئله مرجع -1شکل

 

موسوی و همکارانش با بکارگیری آیرودینامیک شبه پایا و با استفاده از روش  

در   بال  فلاتر  سرعت  بررسی  به  تراکمگلرکین  تراکمجریان  و  ناپذیر  پذیر 

آیروالاستیک سازه  حداد  .[3] پرداختند رفتار  نیز  همکاران  و  با  پور  را  بال 

شبه آیرودینامیک  از  مدل  استفاده  بهترین  تعیین  برای  ناپایا  و  پایا 

تحلیل   برای  دادندآیرودینامیکی  قرار  بررسی  و همکاران    کپار .[4] مورد 

ها به انرژی مفید مغناطیسی را بررسی  استفاده از نوسانات ناپایا و تبدیل آن

 .[5] اندکرده

گیردار  های یکسرهای اخیر انجام شده بررسی فلاتر در بالدر برخی از کار

ایرفویل رفتار فلاتر  نیز  و  بررسی  انجام شده  تجربی  به طور  های الاستیک 

مورد    Taperکاشی بار بحرانی فلاتر را برای بال با  تاشده است در این زمینه  

را برای یافتن تعداد    ANN. مامارینو نیز کاربرد  [6] مطالعه قرار داده است

 .[7] سیکل بحرانی فلاتر را بررسی کرده است

و   استاتیکی  ایروالاستیک  در  رول  مانور  تاثیر  نیز  زاده  فاضل  مقاله  در 

با فرض آیرودینامیک ناپایا  (  2)شکل   گیررسر ددینامیکی برای یک بال یک
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بررسی شده است.معادلات حاکم با استفاده از روش همیلتون استخراج شده  

و در جات آزادی مربوط به مانور به درجات آزادی حرکت الاستیک بال کوپل  

شده است و حل معادلات نیز با روش گلرکین توسعه یافته انجام گرفته و  

نند مانور رول،زاویه سوئیپ،جرم اضافه شده و موقعیت  هایی ما تاثیر پارامتر

 .[8] بررسی شده است divergenceآن روی فلاتر و 

 

 
 [8]شکل شماتیک مسئله مرجع -2شکل

 

نیز به تحلیل ناپایداری فلاتر برای بال با زاویه سوئیپ در جریان   [9] مرجع 

مادون صوت پرداخته است.لوتاتی هم در مقاله خود بال سوئیپ را با جرم  

پاتیل و   .[10] پرداخته است  wingletانتهایی مدل کرده و به بررسی اثر  

هواپیمای کامل  هاجز هم در مقاله خود آیروالاستیسیته غیر خطی را برای  

واگرایی   ای فلاتر وکین و لیبرسکو در مقاله .[11]  اندمورد بررسی قرار داده

تراکم جریان  حضور  با  ایزوتروپیک  غیر  کامپوزیتی  بال  برای  و  را  پذیر 

فارهات و همکاران در مقاله خود که در    .[12]  اند ناپذیر بررسی کردهتراکم

م سیال روی آیروالاستیسیته بال  منتشر شد به بررسی اثر تلاط 2013سال 

آن ها نتیجه گرفتند  حامل محموله در رژیم های مختلف جریان پرداختند.  

که در نظر گرفتن اثر تلاطم سوخت، فشار بحرانی و سرعت فلاتر را کاهش  

سال  .  [13]میدهد   در  که  همکاران  و  ژانگ  مقاله  شد    2021در  منتشر 

و با استفاده از اثر مرفین برای ایجاد  ایروالاستیسیته یک بال با مقطع منحنی  

انحنا بررسی شده است. مسئله برای هر دو مدل آیرودینامیک پایا و ناپایدار  

محافظه   نتایج  ناپایدار  آیرودینامیک  مدل  که  است  شده  مشاهده  و  حل 

چای و همکاران نیز  .  [14]نماید  تری را برای سرعت فلاتر بال ارائه میکارانه

سال   مقاله  2021در  ارائه  پیشرفتبا  مرور  به  حوزه  ای  در  اخیر  های 

ایروالاستیسیته و همچنین کنترل فلاتر پرداخته است. آنها در مطالعه خود  

الگوریتماستراتژی جمله  از  مختلف  کنترلی  و  های  خطی  کنترل  های 

اند  کردهارائه   را  ها ها و پانلغیرخطی و همچنین نتایج کنترل فلاتر فعال بال

[15].  

به جای بررسی اثر یک پارامتر خاص روی  در مقاله حاضر سعی شده است  

شود.  بال،   پرداخته  پرنده  یک  ایروالاستیسیته  مسئله  به  جامع  طور  به 

که  بدین اثر  ترتیب  و سپس  شده  استخراج  هواپیما  حرکت  معادلات  ایتدا 

ده  پایداری دینامیکی پرنوضعیت    پذیری بال به معادلات کوپل شده و  انعطاف

پذیری دم  و سرعت فلاتر آن بررسی شده است. در مرحله بعد، اثر انعطاف

دینامیکی   پایداری  است. سپس،  شده  گرفته  نظر  در  پرنده  فلاتر  روی  نیز 

پرنده با حضور گاست مطالعه شده و در آخر اثر تلاطم سوخت نیز روی فلاتر  

 پرنده بررسی شده است.

 

 استخراج معادلات حاکم  -2

  استخراج معادلات حاکم بر مسئله از روش لاگرانژ استفاده شده است. برای   

است.  3شماتیک مسئله مورد مطالعه در شکل   داده شده  معادلات    نشان 

 لاگرانژ برای جسم نامقید در دستگاه بدنی به صورت زیر است: 

 
 شکل شماتیک مسئله -3شکل 
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  توان به صورت زیر نمایش داد را در شکل ماتریسی می  صلب پرنده معادلات  

 : [16]و  [1]
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 معادلات فوق:در 

 

𝑉𝑓 = {𝑉𝑓𝑥 , 𝑉𝑓𝑦 , 𝑉𝑓𝑧  }
𝑇

 

𝜔𝑓 = {𝜔𝑓𝑥 , 𝜔𝑓𝑦 , 𝜔𝑓𝑧  }
𝑇
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𝐹 = {𝐹𝑥, 𝐹𝑦 , 𝐹𝑧 }
𝑇
 

𝑀 = {𝑀𝑥, 𝑀𝑦 , 𝑀𝑧 }
𝑇
 

 

اند  برای نمایش بهتر و حل ساده تر مسئله، معادلات به فضای حالت برده شده

 معادلات حالت را می توان به کمک معادله لاگرانژ به دست آورد:
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 :2-2در معادله   = fRqبا قرار دادن 
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شکل به  نیز از توابع    Uنمی باشد و      𝑅𝑓از آن جا که انرزی جنبشی تابعی از 

 دست می آید و تابع سرعت نیست، معادله فوق به صورت زیر درمی آید:

 
(4 )  Ṗ𝒗𝒇 = −�̃�𝒇P𝒗𝒇 + F 

 
𝑞با قرار دادن   = θ𝑓  2-2در معادله: 
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Ṗ𝝎𝒇 = −�̃�𝒇P𝒗𝒇−�̃�𝒇P𝝎𝒇 +M 

 

 را می توان به صورت زیر نوشت:   1معادلات حالت در شکل فضایی بنابراین، 

 

(6 ) �̇�𝒇 = 𝑪𝒇
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(9 ) 

 

ṗ
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= −�̃�𝑓𝒑𝒗𝒇−�̃�𝑓𝒑𝝎𝒇 +M 

 معادلات نیرو  -2-1

 
1 State equation in special form 
2 Strip Theory 
3 Airfoil 

نواری  آئرودینامیکی از تئوری  نیروهای  یافتن  به    2برای  استفاده می کنیم. 

 این معنا که بدنه، بال و دم به عنوان یک سطح دوبعدی محسوب می شوند. 

دوبعدی وابسته به زاویه    3درواقع نیروهای آئرودینامیکی بر روی یک هوابر 

 فرض می شوند. (𝛼𝜔)حمله مقطع هوابر  

 د: آینبر واحد طول دهانه بال به صورت زیر به دست می 5و پسا  4نیروی برآ

 

(10 ) 

𝑙𝑤 = 𝑞𝑤𝑐𝑤𝐶𝑙𝛼𝑤𝛼𝑤 

 

𝑑𝑤
= 𝑞𝑤𝑐𝑤(𝐶𝐷𝑤0 + 𝐾𝑤𝐶𝑙𝑤

2 )

= 𝑞𝑤𝑐𝑤(𝐶𝐷𝑤0
+ 𝐾𝑤𝐶𝑙𝛼𝑤

2 𝛼𝑤
2 ) 

 

می باشد؛    6ضریب پسای برآی صفر   𝐶𝐷𝑤0طول وتر و    wCکه در معادله فوق  

 همچنین:

 

(11 ) 𝑞𝑤 =
1

2
𝜌(�̅�𝑤𝑦

2 + �̅�𝑤𝑧
2 ) 

 

(12 ) 𝛼𝑤 = tan
−1(�̅�𝑤𝑧/�̅�𝑤𝑦)

+ 𝜓𝑤𝑥  
 

�̅�𝑤𝑧 و �̅�𝑤𝑦  رابطهمولفه از  که  بردار سرعت هستند  به دست  های  زیر  های 

 باشد.می 𝑋𝑤بال حول محور    ایجابجایی زاویه 𝜓𝑤𝑥آیند. همچنین  می

 

(13 ) 

�̅�𝑤(𝑟𝑤 , 𝑡) = 𝐶𝑤�̅�𝑓(𝑟𝑤 , 𝑡) + �̃�𝑤
𝑇𝐶𝑤[Ω𝑓(𝑟𝑓𝑤 , 𝑡)]

+ �̃�𝑤
𝑇𝜔𝑤(𝑡) =̃ 𝐶𝑤�̅�𝑓

+ (𝐶𝑤�̃�𝑓𝑤
𝑇 + �̃�𝑓𝑤

𝑇 𝐶𝑤)𝜔𝑓
+ �̃�𝑤

𝑇𝐶𝑤Ω𝑓  
 

𝑟𝑓𝑤    دستگاه مرکز  از  شعاعی  دستگاه  𝑋𝑓𝑌𝑓𝑍𝑓بردار  مرکز   𝑋𝑤𝑌𝑤𝑍𝑤  به 

 لذا بردار نیروهای آئرودینامیکی به صورت زیر است: است.

 

(14 ) 𝒇𝒂𝒘 = [

𝟎
𝒍𝒘 𝐬𝐢𝐧 𝜶𝒘 − 𝒅𝒘 𝐜𝐨𝐬 𝜶𝒘
−𝒍𝒘 𝒄𝒐𝒔𝜶𝒘 − 𝒅𝒘 𝒔𝒊𝒏𝜶𝒘

] 

 

 داریم: نیز برای گشتاور پیچ وارد بر بال 

 

 

(15 ) 

(16 ) 

𝑴𝒘 = 𝒇𝒂𝒘 × �̃�𝒘 

𝑹𝒘 = [𝒓𝒘𝒙 𝟎 𝟎]𝑻 

 

 به طریق مشابه برای دم افقی خواهیم داشت:

(17 ) 

(18 ) 

 

𝒍𝒆 = 𝒒𝒆𝒄𝒆 (𝑪𝒍𝜶𝒆𝜶𝒆 + 𝑪𝒍𝜹𝒆𝜹𝒆) 

4 Lift 
5 Drag 
6 Zero lift drag coefficient 



 

 بین المللی انجمن هوافضای ایران نسکنفرا بیست و یکمین
 4صفحه: 

 
 

𝒅𝒆 = 𝒒𝒆𝒄𝒆 (𝑪𝑫𝒆𝒘 + 𝑲𝒆𝑪𝒍𝜶𝒆
𝟐 𝜶𝒆

𝟐) 
 

 

ضریب کنترلی می    𝐶𝐿𝛿𝑒چرخش الویتور و    δ𝑒وتر،    ecکه در معادله فوق  

 به صورت زیر تعریف می باشد: نیز ها  سایر مولفه. باشد

 

(19 ) 

(20 ) 

𝒒𝒆 =
𝟏

𝟐
𝝆(�̅�𝒆𝒚

𝟐 + �̅�𝒆𝒛
𝟐 ) 

𝜶𝒆 = 𝐭𝐚𝐧
−𝟏 (

�̅�𝒆𝒛
�̅�𝒆𝒚
⁄ ) + 𝝍𝒆𝒙 

 
 

صورت زیر نوشته  به صورت برداری، نیروی آئرودینامیکی بر واحد طول دم به  

 می شود:

 

(21 ) 𝒇𝒂𝒆 = [

𝟎
𝒍𝒆 𝐬𝐢𝐧 𝜶𝒆 − 𝒅𝒆 𝐜𝐨𝐬 𝜶𝒆
−𝒍𝒆 𝒄𝒐𝒔𝜶𝒆 − 𝒅𝒆 𝒔𝒊𝒏𝜶𝒆

] 

 

گشتاور وارد بر دم افقی مشابه بال به صورت ضرب بازوی گشتاور در نیروی  

 آئرودینامیکی محاسبه می شود: 

 

 

(22 ) 

(23 ) 

𝑴𝒆 = 𝒇𝒂𝒆 × �̃�𝒆 
𝑹𝒆 = [𝒓𝒆𝒙 𝟎 𝟎]𝑻  

 

 
 لتمعادلات حا  -3

هر مولفه را می    8و تئوری اغتشاشات   7با استفاده از نظریه یکپارچه سازی  

 توان به صورت مجموع دو قست بازنویسی کرد:

 

 (Nominal valueمقدار اسمی ) ✓

 (Perturbation valueمقدار اختلالی ) ✓

 بنابراین:
Total State = Nominal value + Perturbation value 

 

ادامه ابتدا روابط مربوط به حالت اسمی )با نماد صفر( و آنگاه روابط مربوط  در  

 به قسمت اختلالی )با نماد یک( آورده شده است. 

𝑹𝑓های حالت شامل بردار مکان ) از آنجا که مولفه
𝑇 ( بردار زاویه ،)𝜽𝑓

𝑇  سرعت ،)

𝑽𝑓خطی ) 
𝑇 ای ) ( و سرعت زاویه𝝎𝑓

𝑇  به شکل زیر  ( می باشد، لذا بردار حالت

 در خواهد آمد: 

 

(24 ) 

 
𝐗 = [𝐑𝐟

𝐓 𝛉𝐟
𝐓 𝐏𝐯𝐟

𝐓 𝐏𝛚𝐟
𝐓 ]

𝐓
 

 روابط حالت اسمی -3-1

 بردار حالت در این حالت به صورت زیر است:

 

(25 ) 𝑿(𝟎) = [𝐑𝐟
(𝟎)𝑻 𝛉𝐟

(𝟎)𝑻 𝐏𝐯𝐟
(𝟎)𝑻 𝐏𝛚𝐟

(𝟎)𝑻]
𝐓

 

 
7 Unified theory 

 

 های بردار حالت در حالت اسمی در زیر آورده شده است: مولفه

 

 

(26 ) 

(27 ) 

(28 ) 

(29 ) 

�̇�𝒇
(𝟎) = 𝐂𝐟

(𝟎)𝑻𝑽𝒇
(𝟎)

 

�̇�𝒇
(𝟎) = (𝑬𝒇

(𝟎))
−𝟏

𝝎𝒇
(𝟎)

 

�̇�𝒗𝒇
(𝟎) = −�̃�𝐟

(𝟎)𝑷𝒗𝒇
(𝟎) + 𝑭(𝟎) 

�̇�𝝎𝒇
(𝟎) = −�̃�𝒇

(𝟎)𝑷𝒗𝒇
(𝟎)−�̃�𝒇

(𝟎)𝑷𝝎𝒇
(𝟎) +𝑴(𝟎) 

 

 

 ها: که در آن

 

𝐶𝑓 = [

𝑐𝑜𝑠(𝜓) 𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝑐𝑜𝑠(𝜓) 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝜙) − 𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜙)

𝑐𝑜𝑠(𝜓) 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜙) + 𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑠𝑖𝑛(𝜙)
 

𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝜙) + 𝑐𝑜𝑠(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜙)

𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜙) − 𝑐𝑜𝑠(𝜓) 𝑠𝑖𝑛(𝜙)

− 𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝑐𝑜𝑠(𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝜙)

𝑐𝑜𝑠(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜙)
] 

 

 

𝐸𝑓 = [

1 0 − sin(𝜃)

0 cos(𝜙) cos(𝜃) sin(𝜙)

0 − sin(𝜙) 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜙)
] 

 

 

(30 ) 𝐅(𝟎) = 𝑪𝒘
𝑻 𝐟𝒘
(𝟎)
+ 𝑪𝒆

𝑻𝐟𝒆
(𝟎) 

(31 ) 𝐌(𝟎) = �̃�𝑓𝑤𝐶𝑤
𝑇𝐟𝒘
(𝟎)
+ �̃�𝑓𝑒𝐶𝑒

𝑇𝐟𝒆
(𝟎) 

(32 ) 𝒇𝒂𝒊
(𝟎) = [

0

𝑙𝑖
(0)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖

(0) − 𝑑𝑖
(0)𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖

(0)

−𝑙𝑖
(0)𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖

(0) − 𝑑𝑖
(0)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖

(0)
]  ، 

 𝑖 = 𝑤،𝑒 
 

 بر واحد سطح به صورت زیر خواهد بود:   حالت اسمی نیروهای برا و پسا

 

(33 ) 𝒍𝒘
(𝟎)
= 𝒒𝒘

(𝟎)
𝒄𝒘𝑪𝑳𝜶𝒘𝜶𝒘

(𝟎) 
(34 ) 𝑙𝑒

(0)
= 𝑞𝑒

(0)
𝑐𝑒𝐶𝐿𝛼𝑒𝛼𝑒

(0)    

(35 ) 𝑑𝑖
(0) = 𝑞𝑖

(0)𝑐𝑖 [𝐶𝐷𝑖𝑜 + 𝑘𝑖𝐶𝐿𝛼𝑖
2 (𝛼𝑖

(0))
2
]  ، 

 𝑖 = 𝑤،𝑒 
 

 که:

(36 ) 
𝒒𝒊
(𝟎)
=
𝟏

𝟐
𝝆 [(�̅�𝒊𝒚

(𝟎)
)
𝟐

+ (�̅�𝒊𝒛
(𝟎)
)
𝟐
]  ، 𝜶𝒊

(𝟎)

= 𝐭𝐚𝐧−𝟏(�̅�𝒊𝒛
(𝟎)
�̅�𝒊𝒚
(𝟎)

⁄ ) 

 

 بردار حالت در این حالت به صورت زیر در خواهد آمد: 

 

8 Perturbation theory 



 

 بین المللی انجمن هوافضای ایران نسکنفرا بیست و یکمین
 5صفحه: 

 
 

(37 ) 𝑿(𝟎) = [𝐑𝐟
(𝟎)𝑻 𝛉𝐟

(𝟎)𝑻 𝐏𝐯𝐟
(𝟎)𝑻 𝐏𝛚𝐟

(𝟎)𝑻]
𝐓

 

 که:

 

(38 ) 

(39 ) 

𝑷𝒗𝒇
(𝟎) = 𝒎𝑽𝒇

(𝟎) + �̃�(𝟎)
𝑻
𝝎𝒇
(𝟎)

 

𝑷𝝎𝒇
(𝟎) = �̃�(𝟎)𝑽𝒇

(𝟎) + 𝑱(𝟎)𝝎𝒇
(𝟎)

 

 

(، شکل ماتریسی  29و )  (28)( در معادله  39و )  (38)با جایگذاری معادله  

 معادلات حالت در حالت اسمی به دست می آید:

 

(40 ) 

[

𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝒎 �̃�
�̃� 𝑱

]

[
 
 
 
 
 �̇�𝒇
(𝟎)

�̇�𝒇
(𝟎)

�̇�𝒇
(𝟎)

�̇�𝒇
(𝟎)
]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝑪𝒇
𝑻                    𝟎

𝟎                     𝑬𝒇
𝑻

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

−𝒎�̃�𝒇 𝑺�̃�𝒇

−𝒎�̃�𝒇 − 𝑺�̃�𝒇 −𝑺�̃�𝒇 − 𝑱�̃�𝒇]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 𝑹𝒇
(𝟎)

𝜽𝒇
(𝟎)

𝑽𝒇
(𝟎)

𝝎𝒇
(𝟎)
]
 
 
 
 
 

 

 
 روابط حالت اختلالی  -3-2

روابط حالت اختلالی مشابه حالت اسمی به دست می آید. بردار حالت در  

 حالت برابر است با: این 

 

(41 ) 𝑿(𝟏) = [𝐑𝐟
(𝟏)𝑻

𝛉𝐟
(𝟏)𝑻 𝐏𝐯𝐟

(𝟏)𝑻
𝐏𝛚𝐟
(𝟏)𝑻]

𝐓
 

 

 های بردار حالت به صورت زیر خواهد بود: که مولفه

 

 

(42 ) 

 

(43 ) 
 

 

(44 ) 

 

(45 ) 

 

�̇�𝒇
(𝟏)
= 𝐂𝐟

(𝟎)𝑻
𝑽𝒇
(𝟏)
+ 𝑪𝒇

(𝟏)𝑻
𝑽𝒇
(𝟎)

 

 

�̇�𝒇
(𝟏) = (𝑬𝒇

(𝟎)
)
−𝟏
𝝎𝒇
(𝟏) − (𝑬𝒇

(𝟎)
)
−𝟏
𝑬𝒇
(𝟏)
(𝑬𝒇
(𝟎)
)
−𝟏
𝝎𝒇
(𝟎)

 

 

 

�̇�𝒗𝒇
(𝟏) = −�̃�𝒇

(𝟏)𝑷𝒗𝒇
(𝟎)−�̃�𝒇

(𝟎)𝑷𝒗𝒇
(𝟏) + 𝑭(𝟏) 

 

�̇�𝝎𝒇
(𝟏) = −�̃�𝒇

(𝟏)𝑷𝒗𝒇
(𝟎)−�̃�𝒇

(𝟎)𝑷𝒗𝒇
(𝟏)

− �̃�𝒇
(𝟏)𝑷𝝎𝒇

(𝟎)−�̃�𝒇
(𝟎)𝑷𝝎𝒇

(𝟏)

+𝑴(𝟏) 

 

 

 :در آن که

 

(46 ) 𝑪𝒇
(𝟏)
= 𝑪𝒇𝜽

(𝟎)
𝜽(𝟏) 

(47 ) 𝐸𝑓
(1)
= 𝐸𝑓𝜃

(0)
𝜃(1) 

 : و

 

𝑪𝒇𝜽
(𝟎)
=
𝝏𝑪𝒇

𝝏𝜽

for 𝝍(𝟎),𝜽(𝟎),𝝓(𝟎)

→           [

−𝒄𝝍(𝟎)𝒔𝜽(𝟎)

𝒄𝝍(𝟎)𝒄𝜽(𝟎)𝒔𝝓(𝟎)

𝒄𝝍(𝟎)𝒄𝜽(𝟎)𝒄𝝓(𝟎)
 

−𝒔𝝍(𝟎)𝒔𝜽(𝟎)

𝒔𝝍(𝟎)𝒄𝜽(𝟎)𝒔𝝓(𝟎)

𝒔𝝍(𝟎)𝒄𝜽(𝟎)𝒄𝝓(𝟎)

−𝒄𝜽(𝟎)

−𝒔𝜽(𝟎)𝒔𝝓(𝟎)

−𝒔𝜽(𝟎)𝒄𝝓(𝟎)
] 

 

𝐸𝑓𝜃
(0)
=
𝜕𝐸𝑓

𝜕𝜃

for 𝜃(0),𝜙(0)

→       [

0 0 −𝑐𝜃(0)

0 0 −𝑠𝜃(0)𝑠𝜙(0)

0 0 −𝑠𝜃(0)𝑐𝜙(0)
] 

 

 صفر می باشد. ψو   ϕالبته در این مسئله زوایای  

 و: 

(48 ) �̅�𝒇
(𝟎)
= 𝑽𝒇

(𝟎) 
(49 ) �̅�𝒇

(𝟏)
= 𝑽𝒇

(𝟏)
+ �̌�𝑓

𝑇𝝎𝒇
(𝟏) 

 

𝑃𝑣𝑓در روابط بالا،  
𝑃𝜔𝑓و  (1)

 به صورت زیر نوشته می شود: (1)

 

(50 ) 𝑷𝑽𝒇
(𝟏)
= 𝒎𝑽𝒇

(𝟏)
+ �̃�(𝟏)

𝑻
𝝎𝒇
(𝟎)
+ �̃�(𝟎)

𝑻
𝝎𝒇
(𝟏) 

(51 ) 
𝑷𝝎𝒇
(𝟏)
= �̃�(𝟏)𝑽𝒇

(𝟎)
+ �̃�(𝟎)𝑽𝒇

(𝟏)
+ 𝑱(𝟏)𝝎𝒇

(𝟎)

+ 𝑱(𝟎)𝝎𝒇
(𝟏) 

 

�̇�𝑉𝑓های  مولفه  ( 45)و    (44)( در معادله  51)و  (  50) با جایگذاری رابطه
و    (1)

�̇�𝜔𝑓
 به صورت زیر به دست خواهند آمد: (1)

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 �̇�𝑣𝑓𝑥 = −𝑚𝜔𝑓

(0)
𝑉𝑓𝑥
(1)

−𝑠(0)
𝑇
�̃�𝑓
(0)
𝜔𝑓𝑥
(1)

�̇�𝑣𝑓𝑦 = (−𝑚𝜔𝑓
(0)
+ 𝜌𝑆𝑉0(𝐶𝐿 sin ∝0 − 𝐶𝐷 cos ∝0))𝑉𝑓𝑦

(1)

−
1

2
𝜌𝑆𝑉0

2(𝐶𝐿 + 𝐶𝐷 sin ∝0)𝜃𝑓𝑦
(1)
− �̃�(0)

𝑇
�̃�𝑓
(0)
𝜔𝑓𝑦
(1)

�̇�𝑣𝑓𝑧 = (−𝑚𝜔𝑓
(0)
+ 𝜌𝑆𝑉0(𝐶𝐿 cos ∝0 + 𝐶𝐷 sin ∝0))𝑉𝑓𝑧

(1)

−
1

2
𝜌𝑆𝑉0

2(𝐶𝐷 − 𝐶𝐿 sin ∝0)𝜃𝑓𝑦
(1)
− �̃�(0)

𝑇
�̃�𝑓
(0)
𝜔𝑓𝑧
(1)

 

 

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 �̇�𝜔𝑓𝑥 = (−𝑚�̃�𝑓

(0)
− �̃�(0)

𝑇
�̃�𝑓
(0)) 𝑉𝑓𝑥

(1)
+

(−�̃�(0)
𝑇
�̃�𝑓
(0)
− 𝐽�̃�𝑓

(0)
)𝜔𝑓𝑥
(1)

�̇�𝜔𝑓𝑦 = (−𝑚�̃�𝑓
(0)
− �̃�(0)

𝑇
�̃�𝑓
(0)
+

𝜌𝑆𝑉0(𝐶𝐿 cos ∝0 + 𝐶𝐷 sin ∝0)𝑅𝑥)𝑉𝑓𝑦
(1)

+
𝑅𝑥
2
𝜌𝑆𝑉0

2(𝐶𝐷 − 𝐶𝐿 sin ∝0)𝜃𝑓𝑦
(1)
+

(−�̃�(0)
𝑇
�̃�𝑓
(0)
− 𝐽�̃�𝑓

(0)
)𝜔𝑓𝑦
(1)

�̇�𝜔𝑓𝑧 = (−𝑚�̃�𝑓
(0)
− �̃�(0)

𝑇
�̃�𝑓
(0)
+

𝜌𝑆𝑉0(𝐶𝐿 sin ∝0 − 𝐶𝐷 cos ∝0)𝑅𝑥)𝑉𝑓𝑧
(1)

+
𝑅𝑥
2
𝜌𝑆𝑉0

2(𝐶𝐿 + 𝐶𝐷 sin ∝0)𝜃𝑓𝑦
(1)
+

(−�̃�(0)
𝑇
�̃�𝑓
(0)
− 𝐽�̃�𝑓

(0)
)𝜔𝑓𝑧
(1)

 



 

 بین المللی انجمن هوافضای ایران نسکنفرا بیست و یکمین
 6صفحه: 

 
 

 

زیر   صورت  به  اختلالی  حالت  در  گشتاور  و  نیرو  بردار  همچنین 

 خواهد بود: 

(52 ) 𝐅(𝟎) = 𝑪𝒘
𝑻 𝐟𝒘
(𝟏)
+ 𝑪𝒆

𝑻𝐟𝒆
(𝟏) 

(53 ) 𝐌(𝟎) = �̃�𝒇𝒘𝑪𝒘
𝑻 𝐟𝒘
(𝟏)
+ �̃�𝒇𝒆𝑪𝒆

𝑻𝐟𝒆
(𝟏) 

 

 شود: که بردار نیروهای آئرودینامیکی به صورت زیر نوشته می 

 

(54 ) 𝐟𝐚𝐢
(𝟎) =

[
 
 
 
 
 

𝟎

(
𝐥𝐢
(𝟏)𝐬𝐢𝐧𝛂𝐢

(𝟎) − 𝐝𝐢
(𝟏)𝐜𝐨𝐬𝛂𝐢

(𝟎)

+(−𝐥𝐢
(𝟎)𝐜𝐨𝐬𝛂𝐢

(𝟎) − 𝐝𝐢
(𝟎)𝐬𝐢𝐧𝛂𝐢

(𝟎)
)
)

(
−𝐥𝐢
(𝟏)𝐜𝐨𝐬𝛂𝐢

(𝟎) − 𝐝𝐢
(𝟏)𝐬𝐢𝐧𝛂𝐢

(𝟎)

+(𝐥𝐢
(𝟎)𝐬𝐢𝐧𝛂𝐢

(𝟎) − 𝐝𝐢
(𝟎)𝐜𝐨𝐬𝛂𝐢

(𝟎)
)𝛂𝐢
(𝟏)
)
]
 
 
 
 
 

 

𝒊 = 𝒘،𝒆 
 

در روابط فوق حالت اختلالی نیروهای برآ و پسا بر واحد سطح به  

 صورت زیر خواهد بود:

 

(55 ) 

  𝒍𝒘
(𝟏)
= 𝒒𝒘

(𝟏)
𝒄𝒘𝑪𝑳𝜶𝒘𝜶𝒘

(𝟎)
+ 𝒒𝒘

(𝟎)
𝒄𝒘𝑪𝑳𝜶𝒘𝜶𝒘

(𝟏)
 

𝒍𝒆
(𝟏)
= 𝒒𝒆

(𝟏)
𝒄𝒆(𝑪𝑳𝜶𝒆𝜶𝒆

(𝟎)
+ 𝑪𝑳𝜹𝒆𝜹𝒆)

+ 𝒒𝒆
(𝟎)
𝒄𝒆𝑪𝑳𝜶𝒆𝜶𝒆

(𝟏)
 

𝒅𝒊
(𝟎) = 𝒒𝒊

(𝟏)𝒄𝒊 [𝑪𝑫𝒊𝒐 + 𝒌𝒊𝑪𝑳𝜶𝒊
𝟐 (𝜶𝒊

(𝟎))
𝟐
]

+ 𝟐𝒒𝒊
(𝟎)𝒄𝒊𝑪𝑳𝜶𝒊𝜶𝒊

(𝟎)𝜶𝒊
(𝟏)  

 

 که در آن:

𝒒𝒊
(𝟏)
= 𝝆(�̅�𝒊𝒚

(𝟎)
�̅�𝒊𝒚
(𝟏)
+ �̅�𝒊𝒛

(𝟎)
�̅�𝒊𝒛
(𝟏))   

∝𝒊
(!)
= 𝐭𝐚𝐧−𝟏(

�̅�𝒊𝒚
(𝟎)
�̅�𝒊𝒛
(𝟏)
− �̅�𝒊𝒚

(𝟏)
�̅�𝒊𝒛
(𝟎)

(�̅�𝒊𝒚
(𝟎))

𝟐
+ (�̅�𝒊𝒛

(𝟎))
𝟐 ) 

 

حال می توان ماتریس معادلات را تشکیل داد و با استفاده از آن به تحلیل  

 آورده شده است:در زیر ماتریس معادلات حالت  پایداری وسیله پرداخت.

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
𝑚
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
𝑚
0
0

�̃�(0)
𝑇

0

0
0
0
0
0
0
0
0
𝑚
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0

�̃�(0)
𝑇

0
0
𝐽(0)

0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
�̇�𝑓𝑥
�̇�𝑓𝑦

�̇�𝑓𝑧
�̇�𝑓𝑥
�̇�𝑓𝑦

�̇�𝑓𝑧
�̇�𝑓𝑥
�̇�𝑓𝑦

�̇�𝑓𝑧
�̇�𝑓𝑥
�̇�𝑓𝑦
�̇�𝑓𝑧]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 

 
9 Span 
10 Taper 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
𝑏
𝑑
0
𝑖
𝑔

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

−𝑚𝜔𝑓
(0)

0
0
𝑒
0
0

0

𝐶𝑓
(0)𝑇

0
0
0
0
0
0
𝑎
0
ℎ
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
𝑐
0
𝑘

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0

𝐸𝑓
(0)𝑇

0
0
0

−𝑆(0)
𝑇
�̃�𝑓
(0)

0

−𝑆(0)
𝑇
�̃�𝑓
(0) − 𝐽�̃�𝑓

(0)

0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑅𝑓𝑥
𝑅𝑓𝑦
𝑅𝑓𝑧
𝜃𝑓𝑥
𝜃𝑓𝑦
𝜃𝑓𝑧
𝑉𝑓𝑥
𝑉𝑓𝑦
𝑉𝑓𝑧
𝜔𝑓𝑥
𝜔𝑓𝑦
𝜔𝑓𝑧 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

عبارت از  برخی  برای  انگلیسی  از حروف  فوق  ماتریس  استفاده شده  در  ها 

 شوند:است که به صورت زیر تعریف می

 

𝒂 = −𝒎𝝎𝒇
(𝟎)
+ 𝝆𝑺𝑽𝟎(𝑪𝑳 𝐬𝐢𝐧 ∝𝟎 − 𝑪𝑫 𝐜𝐨𝐬 ∝𝟎) 

𝒃 = −
𝟏

𝟐
𝝆𝑺𝑽𝟎

𝟐(𝑪𝑳 + 𝑪𝑫 𝐬𝐢𝐧 ∝𝟎) 

𝒄 = −𝒎𝝎𝒇
(𝟎)
+ 𝝆𝑺𝑽𝟎(𝑪𝑳 𝐜𝐨𝐬 ∝𝟎 + 𝑪𝑫 𝐬𝐢𝐧 ∝𝟎) 

𝒅 = −
𝟏

𝟐
𝝆𝑺𝑽𝟎

𝟐(𝑪𝑫 − 𝑪𝑳 𝐬𝐢𝐧 ∝𝟎)𝜽𝒇𝒚
(𝟏)

 

𝒆 = −𝒎�̃�𝒇
(𝟎)
− �̃�(𝟎)

𝑻
�̃�𝒇
(𝟎)

 

𝒈 =
𝑹𝒙
𝟐
𝝆𝑺𝑽𝟎

𝟐(𝑪𝑳 + 𝑪𝑫 𝐬𝐢𝐧 ∝𝟎)𝜽𝒇𝒚
(𝟏)

 

𝒉 = −𝒎�̃�𝒇
(𝟎)
− �̃�(𝟎)

𝑻
�̃�𝒇
(𝟎)
+ 𝝆𝑺𝑽𝟎(𝑪𝑳 𝐜𝐨𝐬 ∝𝟎

+ 𝑪𝑫 𝐬𝐢𝐧 ∝𝟎)𝑹𝒙 

𝒊 =
𝑹𝒙
𝟐
𝝆𝑺𝑽𝟎

𝟐(𝑪𝑫 − 𝑪𝑳 𝐬𝐢𝐧 ∝𝟎)𝜽𝒇𝒚
(𝟏)

 

𝒌 = −𝒎�̃�𝒇
(𝟎)
− �̃�(𝟎)

𝑻
�̃�𝒇
(𝟎)
+ 𝝆𝑺𝑽𝟎(𝑪𝑳 𝐬𝐢𝐧 ∝𝟎

− 𝑪𝑫 𝐜𝐨𝐬 ∝𝟎)𝑹𝒙)𝑽𝒇𝒛
(𝟏)
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قبل و    قسمتبا استفاده از نتایج و معادلات به دست آمده در    بخش در این   

الاستیکافزودن   اصلی    معادلات  معادلات  دستگاه  تشکیل  منظور  به  برای 

 گرفته و حل برای آن انجام می گیرد.تحلیل فلاتر، یک هوابر نمونه را در نظر  

این هوابر یک سیستم دو درجه آزادی را مدل میکند که توسط تئودورسن  

است   شده  استفاده  معروفشان  گزارش  در  گریک  ها  آن  .[18]  و  [17]و 

پیشنهاد دادند که برای پیش بینی فلاتر به صورت تحلیلی، خواص داخلی و  

توان با تقریب  را می  10رگ و بدون تیپربز  9هندسی یک بال سه بعدی با اسپن 

به صورت یک هوابر دوبعدی 3در    خوبی 
بال،    ⁄4 از ریشه  نظر    فاصله  در 

کوچک و    11های با اسپن بزرگ، زاویه سوییپ این پیشنهاد برای بال  گرفت.

 صادق است.  ،تغییرات کم در راستای اسپن

 جونز   به دست آوردن نمودارهای آئرودینامیک تقریب -1-4

که برای تحلیل دینامیک پرواز شش معادله )براساس تعداد    2بخش  مشابه  

متغیرهای حالت( به دست آمد، برای تحلیل فلاتر نیز شش معادله دیگر به  

 سیستم معادلات افزوده می شود. 

از   استفاده  با  بخش  نظر گرفتن مشخصات هوابر    معادلاتدراین  و در  زیر 

ونز را بازتولید می کنیم. در بخش بعد  نمونه، نمودار آئرودینامیک تقریب ج

11 Sweep 



 

 بین المللی انجمن هوافضای ایران نسکنفرا بیست و یکمین
 7صفحه: 

 
 

نیز با استفاده از دوازده معادله مذکور )شامل شش معادله دینامیک پرواز و  

 شش معادله فلاتر( نمودارهای فلاتر ترسیم می گردند.

 :[19]  آئرودینامیک تقریب جونز به صورت زیر می باشد تمعادلا  

 

(56 ) 

𝑳 = 𝝅𝝆∞𝒃
𝟐(�̈� − 𝑼�̇� − 𝒃𝒂�̈�)

− 𝑪𝑳∝𝝆∞𝑼𝒃[
𝟏

𝟐
(�̇� − 𝑼𝜽

+ 𝒃𝒂�̇� −
𝒃

𝟐
(
𝑪𝑳∝
𝝅
− 𝟏)𝜽)̇

+∑𝜸𝒊𝑩𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

] 

(57 ) 

𝑀1

4

= −𝜋𝜌∞𝑏
3 [
1

2
(
𝐶𝐿∝
𝜋
− 1)𝑈�̇� + 𝑈𝑎�̇� + 𝑎�̈�

+ 𝑏 (
1

8
+ 𝑎2) 𝑏�̈�]

− 𝐶𝐿∝𝜌∞𝑈𝑏
2(
1

2

+ 𝑎) [
1

2
(�̇� − 𝑈𝜃 + 𝑏𝑎�̇�

−
𝑏

2
(
𝐶𝐿∝
𝜋
− 1)𝜃)̇ +∑𝛾𝑖𝐵𝑖

𝑛

𝑖=1

] 

(58 ) �̇�𝑖 + (𝛽𝑖
𝑈

𝑏
)𝐵𝑖 = 𝑤0.75𝐶  

 

𝑤0.75𝐶  :از رابطه زیر حاصل می شود 

 

(59 ) 𝒘𝟎.𝟕𝟓𝑪 = �̇� − 𝑼𝜽 + 𝒃𝒂�̇� −
𝒃

𝟐
(
𝑪𝑳∝
𝝅
− 𝟏) �̇� 

 

 و: 

(60 ) 𝜸𝒊 =
𝑼

𝒃
𝜷𝒊𝜶𝒊 

 

ای تابع  چند جمله- ضرایب استفاده شده در تقریب شبه  𝛽𝑖و    𝛼𝑖  هایثابت

 می باشد: Φ𝑤(𝜏)وگنر 

(61 ) 𝚽𝒘(𝝉) = 𝟏 −∑𝜶𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

𝐞𝐱𝐩 (−𝜷𝒊𝝉)𝑯(𝝉) 

 

 آورده شده است: 1د در جدول  ضرایب برای دو شکل مُاین 

 

 ضرایب استفاده شده در تقریب تابع وگنر -1جدول 
𝜷𝟐 𝜷𝟏 𝜶𝟐 𝜶𝟏 

0.300 0.0455 0.335 0.165 

 

 به دست آوردن نمودارهای تحلیل فلاتر بال نوعی  -2-4

 :شوندنمایش داده میتحلیل فلاتربال به صورت زیر  معادلات 

(62 ) �̇�𝒖𝒘 = 𝒔𝒖𝒘 

(63 ) �̇�𝜓𝑤 = 𝑠𝜓𝑤 

(64 ) Ṗ𝒖𝒘 = −𝐾𝑢𝑤𝑞𝑢𝑤 − 𝐶𝑢𝑤𝑠𝑢𝑤 + 𝑄𝑢𝑤 

(65 ) Ṗ𝝍𝒘 = −𝐾𝜓𝑤𝑞𝜓𝑤 − 𝐶𝜓𝑤𝑠𝜓𝑤 +𝑄𝜓𝑤 

 

 شوند:در روابط فوق متغیرهای موجود به صورت زیر تعریف می 

 

(66 ) V̅𝒘(𝒓𝒘،𝒕) = 𝑪𝒘𝑽𝒇 + [𝑪𝒘(�̃�𝒘 + �̃�𝒘)𝑻𝑪𝒘]𝝎𝒇
+ �̃�𝒘

𝑻𝜶𝒘 + v𝒘 
 

𝑄𝜓𝑤   دهدرا نشان مینیروهای ائرودینامیکی. 

𝑟𝑤  ،𝑢𝑤  ،vw    و𝛼𝑤    جابجایی ترتیب  سرعتبه  براساس    هایو  الاستیک 

انرژی جنبشی از رابطه زیر محاسبه می  در نهایت،  خمش و پیچش هستند.

 :گردد

 

(67 ) 
T =

𝟏

𝟐
∫ �̅�𝒇

𝑻�̅�𝒇𝒅𝒎𝒇 +
𝟏

𝟐
∫ �̅�𝒘

𝑻 �̅�𝒘𝒅𝒎𝒘

+
𝟏

𝟐
∫ �̅�𝒆

𝑻�̅�𝒆𝒅𝒎𝒆 =
𝟏

𝟐
𝑽𝑻𝑴𝑽 

 

 که بردار سرعت در حالت کلی به صورت زیر تعریف می شود:

 

V=[Vf
T  ωf

T  suf
T   suw

T   sue
T   sψf

T   sψw
T   sue

T ]
T

= [𝑉1
𝑇  𝑉2

𝑇  𝑉3
𝑇  𝑉4

𝑇  𝑉5
𝑇  𝑉6

𝑇  𝑉7
𝑇  𝑉8

𝑇]𝑇 

 

باتوجه به این که در این بخش ما صرفا  با تحلیل فلاتر بال می پردازیم، تنها  

بنابرین     باقی می مانند.   هستند )بیانگر بال(  wمولفه هایی که دارای زیروند  

 بردار سرعت باقی خواهند ماند.  7و  4،2،1تنها مولفه های 

های جنبشی    Mماتریس    درایه  انرژی  تعریف  از  استفاده  با  دست  نیز  به 

 آید:می

(68 ) 

𝑴𝟏𝟏 = 𝒎𝑰 
𝑴𝟏𝟐 = �̅�

𝑻 

𝑴𝟏𝟒 = 𝑪𝒘
𝑻 ∫𝚽𝒖𝒘𝒅𝒎𝒘 

𝑴𝟏𝟕 = 𝑪𝒘
𝑻 ∫ �̃�𝒘

𝑻𝚽𝝍𝒘𝒅𝒎𝒘 

𝑴𝟐𝟏 = 𝑴𝟏𝟐
𝑻  

𝑴𝟐𝟐 = 𝐉 

𝑴𝟐𝟒 = ∫[𝑪𝒘(�̃�𝒇𝒘)
𝑻

+ (�̃�𝒘 + �̃�𝒘)
𝑻𝑪𝒘]

𝑻
𝚽𝒖𝒘𝒅𝒎𝒘 

𝑴𝟐𝟕 = ∫[𝑪𝒘(�̃�𝒇𝒘)
𝑻

+ (�̃�𝒘

+ �̃�𝒘)
𝑻𝑪𝒘]

𝑻
�̃�𝒘
𝑻𝚽𝝍𝒘𝒅𝒎𝒘 

𝑴𝟒𝟏 = 𝑴𝟏𝟒
𝑻  

𝑴𝟒𝟐 = 𝑴𝟐𝟒
𝑻  

𝑴𝟒𝟒 = ∫𝚽𝒖𝒘
𝑻𝚽𝒖𝒘 𝒅𝒎𝒘 

𝑴𝟒𝟕 = ∫𝚽𝒖𝒘�̃�𝒘
𝑻 𝚽𝝍𝒘𝒅𝒎𝒘 

𝑴𝟕𝟏 = 𝑴𝟏𝟕
𝑻  

𝑴𝟕𝟐 = 𝑴𝟐𝟕
𝑻  

𝑴𝟕𝟒 = 𝑴𝟒𝟕
𝑻  

𝑴𝟕𝟕 = ∫𝚽𝝍𝒘
𝑻�̃�𝒘�̃�𝒘

𝑻𝚽𝝍𝒘𝒅𝒎𝒘 

 



 

 بین المللی انجمن هوافضای ایران نسکنفرا بیست و یکمین
 8صفحه: 

 
 

به ترتیب عبارتند از؛ اندازه حرکت اول تغییر شکل هواپیما و   Jو    Sماتریس  

 ماتریس اینرسی تغییر شکل هواپیما. 

 این دو ماتریس به صورت زیر به دست می آیند:

 

(69 ) �̃� = ∫[�̃�𝒇𝒘𝑪𝒘
𝑻 + 𝑪𝒘

𝑻 (�̃�𝒘 + �̃�𝒘)]𝑪𝒘𝒅𝒎𝒘 

(70 ) 

𝐽 = ∫ [𝐶𝑤(�̃�𝑓𝑤)
𝑇
+ (�̃�𝑤+�̃�𝑤)

𝑇𝐶𝑤]
𝑇

× [𝐶𝑤(�̃�𝑓𝑤)
𝑇

+ (�̃�𝑤+�̃�𝑤)
𝑇𝐶𝑤] 𝑑𝑚𝑤 

 

 
 اعتبارسنجی  -1-4

نوشته شده در  با استفاده از کد عددی  برای اعتبار سنجی معادلات حاکم،  

پارامترهای ورودی موجود در  و حل آن برای    MATLABمحیط نرم افزار  

، نتایج حاصل با نتایج گزارش شده در آن مرجع مقایسه شده  [19]  مرجع 

 قابل مشاهده است:  2در جدول  [19] اطلاعات ورودی مرجع  است.

 

 

 
 [19]مرجع پارامترهای ورودی  -2جدول 

 واحد  مقدار نماد پارامتر

 m 43.21 lb جرم هوابر

ممان اینرسی حول  

 محور مرکز جرم 

I 0.91 lb. ft^2 

 𝑘ℎ 1472.97 . ftflb سختی خمشی 

 𝑘𝜃 1924.92 /Rad. ftflb سختی پیچشی 

 C 5.54 ft طول وتر

فاصله محور  ضریب 

 الاستیک تا میانه وتر 

a 0.2- - 

ضریب فاصله محور  

 مرکز جرم تا میانه وتر 

𝑥𝜃  0.4 - 

 

 
   تغییرات میرایی برحسب سرعت جریان آزاد  -4شکل 

 

 
 

 برحسب سرعت جریان آزاد  میرایی تغییرات -5شکل 

 (pروش  [19)مرجع ]

 

 
 

 آزاد تغییرات میرایی برحسب سرعت جریان  -6شکل

 (p-k[ روش 19)مرجع ]

 
 ضرایب استفاده شده در تقریب تابع وگنر -3جدول 

 سرعت فلاتر )فوت بر ثانیه(  

 104.24 ( p)روش   [18]مرجع 

 107.58 ( p-k)روش   [18]مرجع 

 105.50 کار حاضر

 

که سرعت فلاتر    شوددریافت می  3و نیز جدول    6تا    4از مشاهده شکل های  

را نشان    تطابق قابل قبولی  [19]فوت بر ثانیه است که با مرجع    105.5برابر  

 دهد.می
 

 تحلیل فلاتر یک پرنده نمونه  -2-4

بررسی    4در این بخش فلاتر یک پرنده نمونه با خواص موجود در جدول  

از شکل شود، سرعت فلاتر  مشاهده می  8  و 7های  شده است. همانطور که 



 

 بین المللی انجمن هوافضای ایران نسکنفرا بیست و یکمین
 9صفحه: 

 
 

رادیان بر ثانیه    30ثانیه و فرکانس ناپایداری نیز حدود  فوت بر    475پرنده  

 خواهد بود. 

 

 پارامترهای ورودی  -4جدول 
 واحد  مقدار نماد پارامتر

 m 403.075 slug پرنده  جرم

 h 25000 ft ارتفاع پروازی 

 - 𝑀𝑎𝑐ℎ 0.41 ماخ پروازی 

 𝐶𝑙𝛼𝑤 7.15 𝑅𝑎𝑑−1 ضریب لیفت بال 

 𝐶𝑙𝛼𝑒 2.48 𝑅𝑎𝑑−1 ضریب لیفت دم 

 𝐶𝑚𝛼 0.077 - 𝑅𝑎𝑑−1 ضریب گشتاور

 C 6.66 ft وتر بال

 Ce 4.48 ft وتر دم

 V 416.7 ft/sec سرعت پرنده

�̃�(𝟎) = [
𝟎 −𝟏𝟑𝟒. 𝟔𝟖 𝟎

𝟏𝟑𝟒. 𝟔𝟖 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

] 
Lb.s^2 

𝑱(𝟎) = [
𝟏𝟓𝟐𝟔𝟓. 𝟐𝟗 𝟎. 𝟒𝟎 −𝟑𝟏𝟑𝟓. 𝟒𝟏
𝟎. 𝟒𝟎 𝟒𝟕𝟏𝟗𝟒. 𝟎𝟕 𝟔. 𝟕𝟔

−𝟑𝟏𝟑𝟓. 𝟒𝟏 𝟔. 𝟕𝟔 𝟓𝟖𝟔𝟖𝟒. 𝟖𝟖
] 

Lb.ft.s^2 

 

 
 تغییرات فرکانس برحسب سرعت جریان آزاد  -7شکل

 
 برحسب سرعت جریان آزاد  میراییتغییرات  -8شکل 

 

شش معادله  فلاتر    در ادامه برای بررسی اثر دم روی فلاتر پرنده کافی است

 : معادلات قبلی کوپل گرددبه طور مشابه استخراج شده و به دم 

 

(71 ) �̇�𝒖𝒆 = 𝒔𝒖𝒆 

(72 ) �̇�𝜓𝑒 = 𝑠𝜓𝑒 

(73 ) Ṗ𝒖𝒆 = −𝐾𝑢𝑒𝑞𝑢𝑒 − 𝐶𝑢𝑒𝑠𝑢𝑒 +𝑄𝑢𝑒 

(74 ) Ṗ𝝍𝒆 = −𝐾𝜓𝑒𝑞𝜓𝑒 − 𝐶𝜓𝑒𝑠𝜓𝑒 + 𝑄𝜓𝑒 

 

 شوند: که در روابط فوق متغیرهای موجود به صورت زیر تعریف می

 

(75 ) V̅𝒆(𝒓𝒆،𝒕) = 𝑪𝒆𝑽𝒇 + [𝑪𝒆(�̃�𝒆 + �̃�𝒆)𝑻𝑪𝒆]𝝎𝒇 + �̃�𝒆𝑻𝜶𝒆
+ v𝒆 

 

𝑄𝜓𝑒  .است دم  بر  وارد  ائرودینامیکی  نیروهای    های درایهبنابراین،    همان 

مربوط به دم  نیز با استفاده از تعریف انرژی جنبشی به دست    Mماتریس  

 می آید:

(76 ) 

𝑴𝟏𝟓 = 𝑪𝒆
𝑻∫𝚽𝒖𝒆𝒅𝒎𝒆 

𝑴𝟏𝟖 = 𝑪𝒆
𝑻∫ �̃�𝒆

𝑻𝚽𝝍𝒆𝒅𝒎𝒆 

𝑴𝟐𝟓 = ∫[𝑪𝒆(�̃�𝒇𝒆)
𝑻
+ (�̃�𝒆 + �̃�𝒆)

𝑻𝑪𝒆]
𝑻

𝚽𝒖𝒆𝒅𝒎𝒆 

𝑴𝟐𝟖 = ∫[𝑪𝒆(�̃�𝒇𝒆)
𝑻

+ (�̃�𝒆 + �̃�𝒆)
𝑻𝑪𝒆]

𝑻
�̃�𝒆
𝑻𝚽𝝍𝒆𝒅𝒎𝒆 

 

معادله الاستیک بال و    6معادله صلب،  6) معادله فوق  18با تحلیل پایداری  

ناحیه پایداری و نیز سرعت و فرکانس فلاتر بدست   معادله الاستیک دم(  6

 آید:می

 

 
 تغییرات فرکانس برحسب سرعت جریان آزاد  -9شکل

 



 

 بین المللی انجمن هوافضای ایران نسکنفرا بیست و یکمین
 10صفحه: 

 
 

 
 برحسب سرعت جریان آزاد  میراییتغییرات  -10شکل 

 

فوت بر    520سرعت فلاتر حدود     10و    9های  شکلبا توجه به نمودارهای  

دهد اضافه کردن  رادیان بر ثایه است که نشان می  15ثانیه و فرکانس آن  

 دهد. افزایش میرا  پرنده سختی و در نتیجه سرعت فلاتر  ،دم

 
 اثر گاست -3-4

در واقع سرعت القائی ناشی از    ،در معادلات  برای در نظر گرفتن اثر گاست

 ( سازه  برابر می𝜔𝑎حرکت  با (  اول   .𝜔𝑔−شود  ترم  گاست  وجود  در حالت 

نظر   به صورت خط در  ایرفویل  و  ندارد  تئودورسون وجود  گرفته  معادلات 

 با اعمال گاست ثابت به صورت زیر: .شودمی

0        𝑥 + 𝑏 > 𝑢𝑡 
𝑤°     𝑥 + 𝑏 < 𝑢𝑡 

 

در معادله تئودورسون و نیز تخمین زدن  𝜔𝑎 به جای  𝜔𝑔−با قرار دادن  و  

 :[18] شودمعادلات آیروالاستیک حاصل می رت زیر، به صو  castnerتابع  

 

(77 ) 𝜓(𝑠) = 1 −
1

2
𝑒−13𝑠 −

1

2
𝑒−𝑠 

 

(78 ) 
𝐿𝑔𝑢𝑠𝑡 = 2𝜋𝜌𝑏𝑤

0𝜓(𝑠) 

 

(79 ) 𝑀𝑔𝑢𝑠𝑡 = 𝑏 (
1

2
+ 𝑎) 𝐿𝑔𝑢𝑠𝑡 

 

 :شدو شکل ماتریسی دستگاه معادلات ایروالاستیک به صورت زیر خواهد 

 

(80 ) 
𝑀𝑠�̈� + 𝐶𝑠�̇� + 𝐾𝑠𝑞 = 𝐸(ℎ, 𝛼) + 𝐹(𝐵𝑖) + {

−𝐿
𝑀
}
𝑔𝑢𝑠𝑡

 

 

(81 ) 
�̇�𝑖 = 𝛽𝑖𝐵𝑖 + 𝜔𝑎(𝑠) 

 

فوت بر ثانیه و تشکیل دستگاه فوق    6در ادامه با درنظرگرفتن گاست ثابت  

معادلات صلب بدنه دستگاه معادلات  برای بال ایروالاستیک و کوپل آن به  

با   اولی  مرتیه  م  12دیفرانسیل  از    گرددیمعادله حاصل  آن  حل  برای  که 

( استفاده  4)روش رانگ کوتا مرتبه  MATLABدر نرم افزار       ode45دستور  

 که نتایج آن به صورت زیر است: شده است 

 

 
 U<Ufپاسخ برای حالت  -11شکل 

 
 U<Ufپاسخ برای حالت  -12شکل 

 

 
 U=Ufپاسخ برای حالت   -13شکل 

 

 



 

 بین المللی انجمن هوافضای ایران نسکنفرا بیست و یکمین
 11صفحه: 

 
 

 
 U=Ufپاسخ برای حالت   -14شکل 

 
 U>Ufپاسخ برای حالت    -15شکل 

 
 

 U>Ufپاسخ برای حالت    -16شکل 

 

تر  شود، در سرعت های پایینمشاهده می  12و  11  هایهمانطور که از شکل

کرده و گاست وارد شده دمپ  از سرعت گاست پرنده پایداری خود را حفظ  

با سرعت  نکنبیان می  14و    13    هایشود. شکلمی برابر  د که در سرعت 

  16و  15 های گیرد و از مشاهده شکلگاست پرنده در مرز پایداری قرار می

های بالاتر از سرعت گاست پرنده پایداری خود  شود که در سرعتدریافت می

 شود. را از دست داده و پاسخ واگرا می

 

 sloshingاثر  -4-4

فلاتر  سوخت  تلاطم اثر    درجه    بر  یک  که  پاندولی  به صورت یک حرکت 

 .شده استمدل   17، همانند شکل کندآزادی دورانی به مسئله اضافه می

 

 
 sloshingشکل شماتیک اثر   -17شکل 

 

های جنبشی  ابتدا انرژی  sloshingاثر    حضور  برای حل مسئله  با

با استفاده از معادلات لاگرانژ    ،و سپس  استخراج شده  و پتانسیل

 . شوندحاصل میمعادلات حاکم بر مسئله 

 

(82 ) 

𝑇

=
1

2
𝑚(ℎ̇2 + 2𝑏𝑥𝜃ℎ̇�̇�) +

1

2
𝐼𝑝�̇�

2

+
1

2
𝐼𝑝𝑎𝑛𝑑𝑢𝑙 (𝛼 − �̇�

̇ )
2

+
1

2
𝑀𝑠ℎ̇

2 

 

(83 ) 

𝑈

=
1

2
𝑘ℎℎ

2 +
1

2
𝑘𝜃ℎ

2

+𝑀𝑠𝑔(𝑙(− cos(−𝜃)) + 𝑏𝑠𝜃) 
 

(84 ) 
𝐼𝑝 = 𝐼𝑐 +𝑚𝑏

2𝑥𝜃
2 

 

 

مبدا پتانسیل    ، آوردن انرژی پتانسیل نیروی وزن آونگبرای بدست  

 . گرفته شده استخط افقی مماس بر لبه حمله ایرفویل در نظر 

 

(85 ) 
(𝑚 +𝑀𝑠)ℎ̈ + 𝑚𝑏𝑥𝜃�̈� + 𝑘ℎℎ = −𝐿 

 

(86 ) 

𝐼𝑝�̈� + 𝑚𝑏𝑥𝜃ℎ̈ + 𝑘𝜃𝜃 − 𝑀𝑠𝑔𝑙(𝛼 − 𝜃)

+ 𝑀𝑠𝑔𝑏𝑠
− 𝐼𝑝𝑎𝑛𝑑𝑢𝑙(�̈� − �̈�)

= 𝑀 

 
(87 ) 𝑀𝑠𝑔𝑙(𝛼 − 𝜃) + 𝐼𝑝𝑎𝑛𝑑𝑢𝑙(�̈� − �̈�) = 0 
 



 

 بین المللی انجمن هوافضای ایران نسکنفرا بیست و یکمین
 12صفحه: 

 
 

با جاگذاری معادله سوم در معادله دوم دستگاه معادلات به صورت  

 شود:زیر برای معادلات الاستیک بال حاصل می

 

(88 ) 
(𝑚 +𝑀𝑠)ℎ̈ + 𝑚𝑏𝑥𝜃�̈� + 𝑘ℎℎ = −𝐿 

 

(89 ) 
𝐼𝑝�̈� + 𝑚𝑏𝑥𝜃ℎ̈ + 𝑘𝜃𝜃 + 𝑀𝑠𝑔𝑏𝑠 = 𝑀 

 

 

𝑀𝑠با کوپل کردن معادلات فوق با معادلات صلب بدنه برای  

𝑚
مختلف نتایج    

 شود:زیر حاصل می

 

 
 0نسبت جرمی دمپینگ برای    -18شکل 

 

 
 0برای نسبت جرمی  فرکانس  -19شکل 

 

 
 0.5نسبت جرمی  دمپینگ برای -20شکل 

 

 
 0.5برای نسبت جرمی  فرکانس -21شکل 

 

 
 1نسبت جرمی   دمپینگ برای -22شکل 

 



 

 بین المللی انجمن هوافضای ایران نسکنفرا بیست و یکمین
 13صفحه: 

 
 

 
 1برای  نسبت جرمی  فرکانس -23شکل 
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شود که با افزایش  مشاهده می  23تا    18و شکل های    5جدول  با توجه به  

 یابد. کاهش می و همین طور فرکانس ناپایداری  جرم سوخت سرعت فلاتر
 

 گیری نتیجه -5

در این مقاله پایداری دینامیکی یک پرنده با سه درجه آزادی مطالعه شده  

است. معادلات حرکت صلب پرنده با استفاده از روش لاگرانژ استخراج شده  

ستیک مربوط به بال و دم نیز استخراج شده و به  است و سپس، معادلات الا 

به فضای حالت   بعد، معادلات  معادلات صلب کوپل شده است. در مرحله 

در نهایت با استفاده از کد   برده شده و ماتریس ضرایب استخراج شده است.

با استفاده از روش  MATLABعددی   تحلیل و سرعت و     pمسئله فلاتر 

ت های مختلف بدست آمده است. در ادامه، اثر  های بحرانی در حال فرکانس

پارامترهایی مانند گاست و تلاطم سوخت روی پایداری پرنده بررسی شده و  

مشاهده گردید که پرنده پایداری لازم را در برابر گاست اعمالی دارا بوده و  

 نیز افزایش جرم سوخت میتواند منجر به کاهش سرعت فلاتر پرنده گردد.
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