
  

  بین المللی انجمن هوافضاي ایران نسکنفرا بیست و یکمین
  1صفحه:

  

 ترموالاستیک در استوانه متخلخل پیزوالکتریک تابعی مدرجتحلیل خزش  

  

   ،2علی قره خانی ،*1فر سعادتمهدي 

 m.saadatfar@qom.ac.ir، قم، دانشیار، گروه مهندسی مکانیک دانشگاه قم -1

 aligharakhani1@gmail.comدانشجوي کارشناسی ارشد، دانشگاه قم، قم  -2

  

 
 

  

  چکیده 

 متخلخل در این مقاله، با استفاده از یک حل دقیق رفتار خزشی استوانه ي

بررسی شده است.  (FGPPM) تابعی مدرج پیزوالکتریکاز جنس تو خالی 

 ، حرارتی و الکتریکی قرار دارد و هم چنیناستوانه تحت بارهاي مکانیکی

  می تواند در شعاع خارجی بر روي بستر الاستیک با ضریب سفتی وینکلر 

(Winkler) خواص مکانیکی با یک رابطه ي توانی با  .قرار داشته باشد

معادله دیفرانسیل حاکم، با استفاده از معادلات  شعاع تغییر می کند.

جابه جایی، الکترواستاتیک و معادله ي تعادل  -کرنش، کرنش-تنش

استوانه ي چرخان به دست آمده است. سپس معادله ي دیفرانسیل در دو 

-Prandtle)ریوس-به کمک معادلات پراندتل حالت زمان صفر و خزشی

Reuss) و قانون نورتون(Norton’s Law) .در بخش نتایج،  حل شده است

تأثیر تخلخل، بار حرارتی، سفتی وینکلر و گذشت زمان بر روي پاسخ تنش 

  هاي خزشی، جابه جایی و پتانسیل الکتریکی بررسی شده است.

 -تحلیل خزشی -مدرج تابعی -استوانه ي پیزوالکتریک واژه هاي کلیدي:

  محیط حرارتی-(porosity)تخلخل

  

  مقدمه  -1

نوعی کامپوزیت پیشرفته هستند، که خواص   (FGMs)تابعی مدرجمواد 

مکانیکی و مواد تشکیل دهنده در آن ها به صورت تدریجی و پیوسته 

این مواد به دلیل مقاومت حرارتی بالا در یک طرف و  تغییر می کند.

مورد توجه محققان قرار گرفتند ، استحکام مکانیکی مناسب در طرف دیگر

مختلفی مانند هوافضا، هسته اي، پزشکی، نظامی و خودرو و در شاخه هاي 

دیواره ي فضاپیماها (شاتل هاي به عنوان مثال در  کاربرد وسیعی دارند.

ارند، تحت دماهاي بالا قرار د که فضایی یا فضاپیما هاي مافوق صوت)

فعالِ شکل و هندسه ي مواد پیزو الکتریک براي کنترل  .]1[کاربرد دارند 

آسیب شناسی  ،سازه هاي بسیار انعطاف پذیر هوافضا، مانند ماهواره ها

با  .]2[به کار می رونداتوماتیک و عمر سنجی فعالِ سازه هاي هوافضا 

هاي زیاد خواص  توجه به اینکه این مواد در بارگذاري

بنابراین تحلیل  دهند، یماز خود نشان   (Viscoelastic)ویسکوالاستیک

تر ضروري به نظر  یقدقطراحی  منظور بهرفتار خزش در این مواد 

   .]3[رسد یم

در زمینه ي خزش استوانه هاي هوشمند تحقیقاتی انجام شده 

رفتار خزشی را در یک استوانه ي پیزوالکتریک  ]4[و کلاهچی است؛ آرانی 

ط تأثیر گذشت زمان، سرعت دورانی و شرای تابعی مدرج مطالعه کردند. 

مرزي حرارتی بر روي رفتار خزشی یک استوانه ي مگنتوالکتروالاستیک 

بررسی شد. سپس، تحلیل خزشی را بر روي یک  ]5[توسط سعادت فر

از جنس مگنتوالکتروالاستیک تابعی مدرج در محیط  استوانه ي توخالی

بعد ها، وي تأثیر رطوبت و گرما را بر روي رفتار  .]6[انجام داد  حرارتی

اخیراً  .]7[خزشی استوانه ي مگنتوالکتروالاستیک تابعی مدرج بررسی کرد

به دلیل سبکی و ضربه پذیري  واد هوشمند و مواد تابعی مدرجتخلخل در م

تنش هاي مکانیکی و  ]8[مورد توجه محققان قرار گرفته است. کرم پور بالا

 از جنس حرارتی در حالت دو بعدي را در یک مخزن استوانه اي متخلخل

تأثیر نوع ماده، بارگذاري و  ]9[بهروان و شریعت تابعی مدرج مطالعه کرد.

بستر الاستیک را بر روي تنش ها و جابه جایی ها در یک ورق حلقوي 

با  ]10[هوشمند متخلخل از تابعی مدرج  بررسی کردند. جباري و طیبی 

 لکتریکخزشی را در یک کره ي پیزوا رفتاراستفاده از یک حل دقیق، 

که تحت بار هاي الکتریکی، مغناطیسی، مکانیکی  و متخلخل تابعی مدرج

اثر پارامتر هاي  ]11[داي و همکاران تحلیل کردند. قرار دارد،  و حرارتی

ا بر روي پاسخ مکانیکی یک دیسک حلقوي از تخلخل، دما و رطوبت ر

مگنتوالکتروالاستیک تابعی مدرج مطالعه کردند. سعادت فر و 

تأثیرات شاخص ناهمگنی، شتاب زاویه اي و تخلخل را بر  ]12[همکاران

 مگنتو مکانیکی یک دیسک دوار ازمغناطیسی، الکتریکی و روي رفتار 

  الکتروالاستیک تابعی مدرج بررسی کردند. 

و اهمیت استفاده از سازه  ،با توجه به مقالات ذکر شده در مقدمه

تا به حال یک  هاي هوشمند سبک (متخلخل) در سازه هاي هوافضایی،

در یک استوانه ي متخلخل از جنس رفتار خزشی  بررسی حل دقیق براي

، نوآوري این مقاله بنابراین  پیزوالکتریک تابعی مدرج ارائه نشده است.

الکتریکی در زمان و  مکانیکی ربررسی اثر پارامترهاي تخلخل روي رفتا

با فرض کرنش صفحه اي و با  حاکم . معادلاتهاي دلخواه می باشد

  . نوشته شده است (r,θ,z)استفاده از دستگاه مختصات استوانه اي 

  

  معادلات حرارتی - 2

به شکل زیر فقط در راستاي شعاع  ،به دلیل تقارن در استوانه توزیع دما

  تعریف می شود:

)1(  1( ) 0.Tr rk T     

Tkکه  ,Tو علامت  بیانگر توزیع دما و ضریب رسانش می باشد به ترتیب

ضریب رسانش در راستاي . پریم مشتق نسبت به شعاع را نشان می دهد

  شعاع با رابطه ي زیر تغییر می کند:

)2(    0
T Tk r k r  

نشان دهنده ي  زیر نویس صفرو  معرف شاخص ناهمگنی استکه 

در  )2(می باشد. با جایگذاري معادله ي  ي مربوطه ضریب رسانش ماده

  و انتگرال گیري از آن داریم: )1(



  

  بین المللی انجمن هوافضاي ایران نسکنفرا بیست و یکمین
  2صفحه: 

 
)3(  

1 2( )T r W r W   

1که 2j ,W  هستند. براي شرایط مرزي حرارتی در داخلثابت هاي انتگرال

 r aو خارج r b استوانه ي پیزوالکتریک تابعی مدرج داریم:  

)4(        a br a r b
T r T , T r T

 
   

به شکل  )3(در معادله ي  )4(ثابت هاي انتگرال با جایگذاري معادله ي 

  د:نزیر بدست می آی
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  معادلات حاکم -3

با فرض مجموع کرنش هاي مکانیکی،  جابه جایی -تنشمعادلات 

, 7[دنبه صورت زیر تعریف می شو الکتریکی ،حرارتی و کرنش هاي خزشی
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)8(  1
11 12 11 1 11 12 ,c c

r rrD e u e ur p T e e          

  

rکه  ru,D , , 1و 2j , جابه به ترتیب تنش شعاعی، تنش مماسی ،

خواص  د.نمدول حرارتی می باش و ، جابه جایی مکانیکیجایی الکتریکی

  :]10[مواد متخلخل به صورت زیر تعریف می شوند
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)10(  2 2( ) /u uM K K M K K       

)11(  
2[1 (( ) / ((1 )( )

))]

u f p f

p f

K K K K

K

   



   


  

,که در آن  , , , , , ,p f up K K K M  و ،به ترتیب کرنش حجمی

مقدار متغیر سیال ، مدول بایوت، مدول الاستیسیته ي حجمی تخلیه شده 

، فشار ، مدول الاستیسته ي حجمی تخلیه نشده ، مدول حجمی سیال

در دو حالت تخلیه . می باشدحفره ها، تخلخل و ضریب تنش موثر بایوت 

)شده 0)p تخلیه نشدهو( 0) متخلخل رفتار الاستیک از خود  مواد

که در حالت تخلیه نشده سفتی مواد بیش تر است. به نشان می دهند 

با  این مسأله در نظر گرفته شده است.همین دلیل فرض تخلیه نشده در 

  داریم: )9(جایگذاري فرض تخلیه نشده و کرنش صفحه اي در معادله ي 

1( )p M u ur    )12( 

  داریم: )7(و  )6( وابطدر ر )12(ي سپس با قرار دادن رابطه
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  که در معادلات بالا :

2 ,  , 1,2ij ijc c M i j    

درونی به معادله ي تعادل استوانه ي چرخان بدون در نظر گرفتن نیروهاي 

  شکل زیر تعریف می شود:

)15(  1 2( ) 0,r r r r          

به الکترو استاتیک ،  معادله ي شارژ الکتریکی نبودنبا فرض همچین 

  می شود:صورت زیر نوشته 

)16(  1 0.r rD D r    

  با یک رابطه ي توانی با شعاع به صورت زیر تغییر می کند:ضرایب مادي 
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ه در آن، به ترتیب از چپ به راست ضرایب الاستیک، ک

 ،(Dielectric) الکتریک دي ، (Piezoelectric)پیزوالکتریک

با  . دنو چگالی می باش انبساط حرارتی،    (Pyroelectric)الکتریکیروپ

نسبت به شعاع و جایگذاري آن در رابطه  )16(انتگرال گیري از رابطه ي 

  داریم:و ساده سازي   )17(و استفاده  از معادله ي  )8(ي 
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به شکل زیر تعریف  دیگر ثوابتهستند؛  ثابت انتگرال1Aپتانسیل الکتریکی وکه

  د:نمی شو
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 ساده سازي و  )14(و  )13(در معادلات  )18(معادله ي  با قرار دادن حال

  داریم:
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  خواهیم داشت:براي ثوابت آن 

1 110 110 1 4 110 4

2 120 110 2 5 110 110 1

3 110 3 6 120 110 2
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، معادله ي )15(در معادله ي  )20(و  )19(سپس با قراردادن روابط 

  :به دست خواهد آمد بر حسب جابه جایی دیفرانسیل
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  بین المللی انجمن هوافضاي ایران نسکنفرا بیست و یکمین
  3صفحه: 
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 حل معادله ي دیفرانسیل -4

  پاسخ استاتیکی(زمان صفر)  -4-1

در حالت استاتیکی با صرف نظر از ترم هاي کرنش خزشی در معادله ي 

  در آن خواهیم داشت: )3(و با قرار دادن معادله ي  )21(

)22(      
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به صورت مجموع پاسخ هاي خصوصی و  )22(جواب معادله ي دیفرانسیل

  عمومی به شکل زیر تعریف می شود:
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1در آن و 2j ,B 1توان هاي  .ثوابت نا معلوم هستندm2وm  به شکل زیر

  هستند:

 2
1,2 1 1 20.5 ( 1) ( 1) 4 .m M M M       

، سپس  )20(و  )19(،  )18(در معادلات  )23(حال با جایگذاري رابطه ي 

  خواهیم داشت: )18(با انتگرال گیري نسبت به شعاع از معادله ي 
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به دست آوردن ثوابت مجهولثابت انتگرال گیري است. براي 1Zکه 

1 2 1A ,B ,B 1وZِمکانیکی و الکتریکی که به شکل زیر  از شرایط مرزي

  :شود د، استفاده مینتعریف می شو
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wk  .با جایگذاري شرایط مرزي ضریب سفتی بستر الاستیک می باشد

معادله و  4یک دستگاه معادلات خطی با   )26( و )24(در معادلات  )27(

  مجهول تشکیل می شود که به شکل ماتریسی زیر تعریف می شود: 4

 1 2 1 1 .
T

X B B A Z F  

به ترتیب ماتریس هاي ضرایب و معلومات   Fو  Xکه ماتریس هاي 

  هستند.

  پاسخ خزشی  -4- 2

با فرض دما ثابت، نسبت به زمان مشتق  )21(در این حالت از معادله ي 

  گیریم: می
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  ریوس به صورت زیر تعریف می شوند:-معادلات پراندتل
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,که  ,,c c
e i r z  
 وe  به ترتیب نرخ کرنش هاي خزشی ، نرخ کرنش

  موثرو 

به شکل نرخ کرنش خزشی موثر قانون نورتون براي   تنش موثر می باشند.

  نظر گرفته می شود:در  زیر
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1که  0b ,b0وn  ثوابت ماده هستند. با فرض کرنش صفحه اي و جایگذاري

  خواهیم داشت: )29(در  )30(رابطه ي 
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  از طرفی براي تنش معادل فون مایزز داریم:



  

  بین المللی انجمن هوافضاي ایران نسکنفرا بیست و یکمین
  4صفحه: 

 
)32(   ( 3 / 2)

e r     

براي نرخ کـرنش   )31(در روابط  )32(با قرار دادن تنش معادل از رابطه ي 

  :ها داریم
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که بـه شـکل زیـر    قرار می دهیم  )28(را در معادله دیفرانسیل  )33(روابط 

  خواهد شد:
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  به شکل زیر خواهد بود: )34(جواب معادله ي 

)35(  1 2 1 2
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1 2j ,D  21ضــرایب مجهــول هســتند؛ 11G ,G ــر ــا اســتفاده از روش تغیی ب

  د:نپارامتر ها به دست می آی
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، نرخ تنش ها و )20(و)19(، )18(از معادلات زمانی  با مشتق گیري حال

در  )33(جایگذاري نرخ کرنش هاي خزشی از روابط  و پتانسیل الکتریکی

  :می آیند دست به شکل زیر به ها آن
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  در )35(اکنون نرخ تنش ها و پتانسیل الکتریکی با جایگذاري رابطه ي 

به صورت تابعی از  )38(و انتگرال گیري از رابطه ي  )38(تا  )36(معادلات 

  شعاع به شکل زیر حاصل می شوند:
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1J.1ضرایب مجهول ثابت انتگرال گیري است 2 1A ,D ,D1وJ  مانند

که به  )27(روش قبل، با مشتق گیري نسبت به زمان از شرایط مرزي 

  صورت زیر نمایش داده شده اند، به دست می آیند:
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یک  )41(و  )39(در معادلات  )42(حال با قرار دادن شرایط مرزي 

  دستگاه 

  معادلات خطی با چهار معادله و چهار مجهول ایجاد می شود که به شکل 

  می توان آن را نشان داد: زیر ماتریسی

1 2 1 1 .
T

X A ED D J   
  

 ضرایبو معلومات  به ترتیب ماتریس هايXوEکه ماتریس هاي

  هستند.

از یک روش تکراري می توان توزیع تنش هاي خزشی و در آخر با استفاده 

پتانسیل الکتریکی را در زمان هاي دلخواه به دست آورد. این روش تکراري 

  به شکل زیر است:
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تعداد تکرار می باشد. در گام نخسـت، تـنش    mنمو زمانی و  dt که در آن،

در مرحله ي اول با جایگذاري  و جابه جایی مکانیکی ها، پتانسیل الکتریکی

  )41(ا ت ـ )39(و )35( و همچنـین معـادلات   )26( تـا  )24(و  )23(معادلات

د می شوند، سـپس در گـام بعـدي، بـا اسـتفاده از      ایجا  )43( در معادله ي

تنش هاي حاصله، نرخ تنش هاي جدید را محاسـبه کـرده و در معادلـه ي     

  جایگذاري می کنیم و این روش تکرار ادامه می یابد.

  

  ]10, 7[ضرایب مادي-1جدول

c220=218(Gpa) c120=120(Gpa) c110=215(Gpa) 

αr0= 10-6×6  (1/K) e120= 2- ,5 (C/m2) e110=7,5 (C/m
2
) 

p10= 2- , 10 -5×5  (C
2
/m

2
K) β110= 10-6×15  

(C
2
/Nm

2
) 

αθ0= 10-6×15  (1/K) 

b1 = 5 -  b0 =0, 10-36×11  3=0n  

K0=3, 1010×5 (N/m2) γ=0,27 ρ٠ =7750(kg/m3) 

 kT
0=2(W/mK) Kf0=3, 1010×5 (N/m

2
) 

  

  نتایج عددي و بحث

در این بخش، با استفاده از مثال هاي عددي تأثیر پارامتر هاي مهم مانند: 

گذشت زمان، تخلخل، بستر الاستیک و بارگذاري حرارتی بر روي توزیع 

و جابه جایی هاي مکانیکی و پتانسیل الکتریکی بررسی شده اند. ها تنش 

0شعاع هاي داخلی و خارجی استوانه به ترتیب  1ar .0و 2br .  متر

10aPهم چنین فشار داخلی ؛دنمی باش Mpa  ، دماي داخلی و



  

  بین المللی انجمن هوافضاي ایران نسکنفرا بیست و یکمین
  5صفحه: 

 
100aTخارجی به ترتیب 0وbT  51، نمو زمانی 10dt s  ،

5000aپتانسیل الکتریکی در داخل و خارج  0وb شاخص  و

2ناهمگنی قابل  1ب مادي در جدولدر نظر گرفته شده است. ضرای

، تنش براي اعتبار سنجی نتایج به دست آمده در این مقالهمشاهده است. 

 ]13[ پیزوالکتریکهاي شعاعی با نتایج ارائه شده در مورد خزش استوانه 

) نشان می دهد نتایج به دست 1شکل( .در حالت خاص مقایسه شده است

  هستند.داراي همخوانی خوبی  آمده 

ده می شود با افزایش زمان مقادیر ) همانطور که مشاه3و2در شکل هاي (

پتانسیل الکتریکی و جابه جایی هاي مکانیکی افزایش یافته  (*)بی بعد 

ثانیه مقادیر آن ها همگرا می شوند،  8×108اند؛ تا اینکه در زمان 

همچنین توزیع پتانسیل هاي الکتریکی در شعاع هاي داخلی استوانه 

روند نزولی را طی می کنند.  صعودي هستند اما در شعاع هاي بیرونی یک

  اما در جابه جایی هاي مکانیکی این روند نسبت به شعاع کاملا نزولی است.

) تغییرات تنش هاي معادل فون مایزز را نسبت به زمان هاي 4شکل(

مختلف نشان می دهد؛ ملاحظه می شود که در شعاع هاي اولیه با گذشت 

یک باره در شعاع هاي  زمان، تنش هاي معادل کاهش می یابند اما به

داخلی این روند معکوس شده و با گذشت زمان تنش ها افزایش می یابند 

و هم چنین هرچه به سمت شعاع هاي بیرونی حرکت می کنیم مقدار 

  تنش هاي معادل کاهش می یابند.

  

  
  توزیع تنش هاي شعاعی در حالت زمان صفر - 1شکل

  

 
  زمان الکتریکی نسبت به هاي توزیع پتانسیل _2شکل

  

 
  زمان نسبت به جابه جایی هاي مکانیکیتوزیع  _3شکل

  

  
  توزیع تنش هاي معادل نسبت به زمان - 4شکل

  
  یمماساثر سفتی وینکلر بر روي توزیع تنش هاي  -5شکل

  

با بررسی سفتی هاي وینکلر مختلف بر روي توزیع تنش هاي 

) مشاهده می 7و6و5(شکلشعاعی، مماسی و جابه جایی هاي مکانیکی 

شود که با افزایش سفتی وینکلر، مقادیر هر سه  متغیر،  چه در حالت 

ثانیه کاهشی است .همچنین می توان  8×108زمان صفر و چه در زمان 

دریافت که با گذشت زمان تنش هاي خزشی شعاعی و مماسی نسبت به 

د؛ اما در حالت استاتیکی (در سفتی هاي وینکلر یکسان) کاهش داشته ان

) این رویه بالعکس است و با گذشت 6جابه جایی هاي مکانیکی شکل(

  زمان مقادیر افزایش جزیی داشته اند.



  

  بین المللی انجمن هوافضاي ایران نسکنفرا بیست و یکمین
  6صفحه: 

 

  
  اثر سفتی وینکلر بر روي توزیع تنش هاي شعاعی -6شکل

  

 
  جابه جایی هاي مکانیکیاثر سفتی وینکلر بر روي توزیع  -7شکل

  

 
  پتانسیل هاي الکتریکیاثر بارهاي حرارتی بر روي توزیع  -8شکل

  

تأثیر بارهاي حرارتی بر روي پتانسیل هاي الکتریکی، تنش هاي 

) قابل مشاهده 10و9و8معادل و جابه جایی هاي الکتریکی در شکل هاي (

با افزایش دما در  و جابه جایی هاي مکانیکی است. پتانسیل هاي الکتریکی

108شعاع داخلی، در زمان هاي صفر و 
افزایش داشته اند. ثانیه  7×

). تنش هاي معادل در شعاع هاي ابتدایی افزایش را نشان می 10و8(شکل

دهند اما در شعاع هاي انتهایی این روند معکوس شده و با افزایش دماي 

  ).9داخلی، تنش ها کاهشی می شوند(شکل 

 
  تنش هاي معادل فون مایززاثر بارهاي حرارتی بر روي توزیع  -9شکل

  

 
  ر بار هاي حرارتی بر روي توزیع جابه جایی مکانیکیاث-10شکل

  

 
  بر روي توزیع جابه جایی مکانیکیمیزان تخلخل  اثر-11شکل

  

) توزیع جابه جایی، تنش هاي شعاعی و مماسی در 12و11در شکل هاي(

درصد تخلخل هاي مختلف ملاحظه می شود. مقادیر جابه جایی با افزایش 

)، اما تنش هاي شعاعی 11درصد تخلخل کاهش پیداکرده اند (شکل 

رفتاري عکس از خود نشان داده اند و با افزایش درصد تخلخل افزایش 

)؛  تنش هاي مماسی با افزایش میزان تخلخل در شعاع 12یافته اند (شکل



  

  بین المللی انجمن هوافضاي ایران نسکنفرا بیست و یکمین
  7صفحه: 

 
هاي داخلی کاهش می یابند اما این روند در شعاع هاي میانی برعکس 

  شده و افزایشی است.

  

 
  تنش هاي شعاعی و مماسیبر روي توزیع میزان تخلخل  اثر-12شکل

  

  جمع بندي و نتیجه گیري

جایی، الکترو استاتیک و معادله جابه -در ابتدا با استفاده از معادلات تنش

 متخلخل ي تعادل استوانه، معادله ي دیفرانسیل حاکم بر استوانه ي

به دست آمد. سپس، معادله ي دیفرانسیل در   پیزوالکتریک تابعی مدرج

در بخش  دو حالت زمان صفر و وابسته به زمان به صورت دقیق حل شد.

بارهاي حرارتی، تخلخل و نتایج تأثیر پارامترهایی مانند گذشت زمان، 

ضریب الاستیک وینکلر بر روي توزیع پتانسیل هاي الکتریکی، تنش هاي 

شعاعی، مماسی و جابه جایی مورد بحث و بررسی قرار گرفتند؛ که می 

  توان نتایج آن را به صورت زیر بیان کرد:

  گذشت زمان سبب افزایش پتانسیل الکتریکی و جابه جایی

نش معادل در شعاع هاي بیرونی مکانیکی می شود اما ت

 افزایش می یابد.

  استفاده از بستر الاستیک با سفتی بزرگتر سبب کاهش تنش

 هاي شعاعی و مماسی و هم چنین جابه جایی می شود.

  افزایش بار حرارتی سبب افزایش قابل توجهی در مقادیر

پتانسیل هاي الکتریکی می شود، اما جابه جایی و تنش هاي 

 خواهند داشت. ئیجزش افزایمعادل 

  به میزان تخلخل با تنش هاي شعاعی رابطه ي مستقیم دارد

با افزایش درصد تخلخل، تنش ها شعاعی افزایش  گونه اي که

یافته اند، اما رابطه ي تخلخل با جابه جایی معکوس است؛ 

 در شعاع هاي بیرونی افزایش داشته اند. نیز تنش هاي مماسی
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