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داده های وابستگی ساختار تحلیل برای است. شده پرداخته دایره ای-خطی مفصل های کاربردهای و ویژگی ها معرفی به مقاله این در چکیده:

شبیه سازی، طریق این، از علاوه بر گرفته اند. قرار مطالعه مورد نیز دایره ای-خطی مفصل چند مختلف، حالت های در خطی و دایره ای

هستند. حرکتی مناسب داده های برای ویژه بخش های با مفصل های که می دهند نشان نتایج شده اند. برآورد مفصل ها پارامترهای

دایره ای-خطی. مفصل ویژه، بخش های با مفصل دایره ای-خطی، حرکتی، داده های داده های کلیدی: واژه های

.62F99 ،62G30 ،62H11 :(٢٠٢٠) ریاضی موضوع بندی كد

مقدمه ١

زاویه ای ماهیتی که هستیم مواجه داده هایی با روان شناسی و زمین علوم زیست شناسی، هواشناسی، مانند علمی حوزه های از بسیاری در

تناوب آن ها اصلی ویژگی و می شوند تعریف واحد دایره یک محیط روی بر هستند، معروف دایره ای داده های به که داده ها این دارند.

طی در زمان چرخه های باد، جهت از: عبارت اند دایره ای داده های از نمونه هایی است. اندازه گیری مقیاس ابتدای و انتها در برابری و

دایره ای فضای یک در درجه ٣۶٠ و درجه ٠ زوایای مثال، برای حیوانات. حرکت جهت و سیگنال پردازش در فاز زاویه های شبانه روز،

داده ها نوع این تحلیل برای شده اند، بنا خطی داده های مفروضات پایه بر که متداول آماری روش های دلیل، همین به هستند. معادل

.(٢٠٠٠ جاپ، و (ماردیا نیستند مناسب

است ممکن حیوانات، رفتار بررسی در مثال، برای است. همراه خطی متغیر چند یا یک با دایره ای متغیر مطالعات، از بسیاری در

داده هایی که به شوند. بررسی توأم به طور جهت و سرعت باد، تحلیل در یا شوند ترکیب (خطی) حرکت سرعت با (دایره ای) حرکت جهت
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را حرکت جهت به مربوط داده های حیوانات، رفتار در می گویند. نیز حرکتی داده های می آیند، به دست باد وزیدن یا حیوانات رفتار از

فبریگ، و (هودل می کنند بررسی گام طول های عنوان تحت را حرکت سرعت به مربوط داده های و چرخش زاویه های عنوان تحت معمولا

.(٢٠٢١

است. ضروری پدیده ها درست تفسیر برای خطی و دایره ای متغیرهای بین وابستگی دقیق درک مواردی، چنین در

را امکان این مفصل ها است. مفصل ها از استفاده متغیرها، بین وابستگی مدل سازی برای قدرتمند و منعطف روش های از یکی

توسعه وجود، این با .(٢٠٠۶ (نلسون، شود مدل سازی حاشیه ای توزیع های از جدا متغیرها میان وابستگی ساختار که می کنند فراهم

گسترش حال در و جدید نسبتاً باشند، شده طراحی خطی و دایره ای متغیرهای بین وابستگی مدل سازی برای خاص به طور مفصل هایی که

کنند مدل دقت به را وابستگی ساختار خطی، متغیر خواص و دایره ای متغیرهای تناوبی ماهیت حفظ با قادرند مفصل ها، این است.

وابستگی مدل سازی عملی کاربردهای بر تمرکز با (٢٠٢٣) همکاران و نگار مانند پژوهش هایی دیگر، سوی از .(٢٠١۵ سمپی، و (دورنت

گشوده اند. داده ها این در را جدیدی مسیرهای پزشکی، و زیستی داده های در دایره ای-خطی

پرداخته خطی مفصل های و دایره ای متغیرهای با مرتبط پایه مفاهیم به دوم بخش در دارد. دیگر بخش سه مقدمه، بر علاوه مقاله، این

مفصل های سوم، بخش در است. شده بیان دایره ای-خطی، داده های بین وابستگی مدل سازی در مفصل ها این محدودیت های و شده

کاربردهای دایره ای-خطی، مفصل چند از شبیه سازی چهارم، با بخش در است. گردیده تحلیل آن ها ویژگی های و شده معرفی دایره ای-خطی

استفاده R نرم افزار در cylcop بسته از شبیه سازی برای است. شده بیان خطی، و دایره ای متغیرهای بین وابستگی مدل سازی در آن ها

کرده ایم.

پایه مفاهیم ٢

دایره ای متغیرهای ٢ . ١

که متغیرها این دارند. تناوبی خاصیت و شده تعریف دایره ای فضای در آنها مقادیر که می شوند اطلاق متغیرهای به دایره ای متغیرهای

عملی کاربردهای مهم ترین جمله از دارند. فراوانی کاربرد زاویه ای و جهت دار تحلیل های در می شوند، داده نمایش θ ∈ [٠,٢π) با معمولا

مدل سازی کرد. اشاره زیست شناسی در تناوبی پدیده های وقوع زمان و ناوبری در حرکت زوایای هواشناسی، در باد جهت به می توان

تابعی دایره ای، متغیر یک احتمال چگالی تابع .(٢٠٠٠ جاپ، و (ماردیا است. جهتی آمار به موسوم دایره ای متغیرهای احتمال توزیع های

می کند: صدق زیر رابطه در که است ٢π تناوب دوره با

fΘ(θ) = fΘ(θ + ٢π), θ ∈ [٠,٢π), k ∈ Z. (٢ . ١)

است ممکن خطی توزیع مدل های می شود. جهش دچار ٢kπ مقادیر در که است ٢π تناوب دوره با تابعی نیز متناظر تجمعی توزیع تابع

مثال به عنوان است. ضروری دایره ای متغیرهای برای خاص توزیع مدل های از استفاده بنابراین، باشند. نامعتبر دایره ای متغیرهای برای

عنوان به که فون میزس توزیع به فقط اینجا در کرد. اشاره پوشانده شده نرمال توزیع و پوشانده شده کوشی توزیع فون میزس، توزیع به می توان

می شود: تعریف زیر به صورت توزیع این چگالی تابع می کنیم. اشاره می شود، شناخته نرمال توزیع دایره ای معادل

f(θ;µ, k) =
ek cos(θ−µ)

٢πI٠(k)
, (٢ . ٢)
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صفر مرتبه و اول نوع از اصلاح شده  بسل تابع I٠(k) و تمرکز پارامتر k ≥ ٠ جهت)، (میانگین مکان پارامتر µ ∈ [٠,٢π) آن در که

دارد. گسترده ای کاربرد تناوبی ماهیت با طبیعی پدیده های از بسیاری مدل سازی در توزیع این .(١٩۶۵ استیگون، و (ابرامویتز است

وابستگی ساختار و مفصل ٢ . ٢

در (که چندمتغیره توأم توزیع ساخت برای مناسب تر و منعطف تر روش و است شده بنا (١٩۵٩ (اسکلار، اسکلار قضیه پایه بر مفصل نظریه

ترکیبی به صورت می توان را چندمتغیره توأم توزیع تابع که می کند بیان اسکلار قضیه می آورد. فراهم می کنیم) بررسی را آن دومتغیره ما اینجا

حاشیه ای متغیرهای تمام برای حاشیه ای تجمعی توزیع توابع و می کند توصیف را متغیرها بین وابستگی ساختار که مفصل تابع یک از

توزیع برای مناسب مدل بنابراین، می شود. گرفته نظر در متغیر هر توزیع از جدا متغیرها میان وابستگی ساختار مفصل ها، در نوشت.

تابع به ترتیب fX١,X٢(x١, x٢) و FX١,X٢(x١, x٢) کنید فرض کرد. انتخاب آزادانه و مستقل به طور می توان را متغیر هر حاشیه ای

با ،(x١, x٢) ∈ R٢ هر برای این صورت، در باشند. (X١, X٢) تصادفی متغیرهای برای توأم احتمال چگالی تابع و توأم تجمعی توزیع

:(٢٠٢١ همکاران، و (وانگ داریم C مفصل تابع یک از استفاده

FX١,X٢(x١, x٢) = C(u١, u٢), (٢ . ٣)

fX١,X٢(x١, x٢) = c(u١, u٢)fX١(x١)fX٢(x٢), (۴ . ٢)

تابع c و آن با متناظر چگالی تابع مقدار fXi(xi) ،xi نقطه در Xi حاشیه ای توزیع تابع مقدار ،i = ١,٢ ،ui = FXi(xi) آن در که

می گردد: محاسبه زیر به صورت c چگالی تابع هستند. C مفصل چگالی

c(u١, u٢) =
∂٢C(u١, u٢)

∂u١∂u٢
· (۵ . ٢)

توزیع یک از که (xi, yi) به صورت هم توزیع و مستقل دوبعدی مشاهده ی n شامل نمونه یک از استفاده با تجربی: مفصل .٢ . ١ تعریف

:(٢٠٠٧ فوری، و (جینیست کرد محاسبه زیر به صورت را تجربی مفصل می توان شده اند، استخراج توأم

Cn(u, v) =
١
n

n∑
i=١

I
( ri
n+ ١ ≤ u,

si
n+ ١ ≤ v

)
, (۶ . ٢)

دایره ای ماهیت تصادفی متغیرهای از یکی هنگامی که هستند. yi و xi مشاهدات رتبه به ترتیب si و ri نشانگر، تابع I(·) آن در که

این در داشت. خواهیم مرجع یک تعریف به نیاز دایره ای، متغیر رتبه های تعیین برای اما کرد، دنبال را رویه همان می توان باشد، داشته

می گیریم. نظر در −π را مرجع مقدار مقاله،

دایره ای-خطی داده های برای کلاسیک مفصل های محدودیت های ٢ . ٣

ناشی اصلی مشکل می شوند. مواجه اساسی چالش های با کلاسیک مفصل های باشد، خطی دیگری و دایره ای متغیرها از یکی هنگامی که

.(١٩٧٨ وهرلی، و (جانسون است کلاسیک مفصل های اساسی مفروضات و دایره ای متغیرهای تناوبی ساختار بین ذاتی ناسازگاری از

محاسباتی پیچیدگی های این، علاوه بر شود. متغیرها بین روابط از اشتباه تفسیرهای و نادرست برآوردهای به منجر می تواند ناسازگاری این

مفصل های در می سازد. مواجه دشواری با را استاندارد روش های از استفاده دایره ای، متغیرهای برای خاص تبدیل های به نیاز از ناشی

و آغاز و تناوبی اند ماهیت دارای دایره ای داده های حالی که در می کنند، پیروی ویژه ترتیب یک از داده ها که است این بر فرض کلاسیک، 
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می تواند کلاسیک مفصل های چارچوب در دایره ای داده های برای نامناسب حاشیه ای توزیع های از استفاده همچنین، ندارند. مشخص پایان

می رسد. به نظر ضروری دایره ای-خطی داده های با سازگار مفصل های چالش ها،  این رفع برای شود. منجر گمراه کننده آماری نتایج به

دایره ای-خطی مفصل ٣

ویژگی ها و معرفی ٣ . ١

در هرچند ١٩٧٧)؛ ،١٩٧٨) وهرلی و جانسون آثار در جمله از بوده اند، مطرح آماری ادبیات در ١٩٧٠ دهه از دایره ای-خطی مفصل های

یک Θ کنید فرض است. بوده فعال پژوهش های موضوع حوزه این کنون، تا زمان آن از نمی رفت. به کار «مفصل» واژه هنوز زمان آن

متغیر و (x ∈ R) حقیقی خط کل روی X حالی که در باشند. پیوسته خطی تصادفی متغیر یک X و پیوسته دایره ای تصادفی متغیر

نظر در [a, a + ٢π) یعنی ،٢π طول از بازه ای به صورت را آن ما اینجا در می شوند، تعریف (θ ∈ S) واحد دایره روی Θ زاویه ای

می گیریم.

دامنه بنابراین، است. شده تعریف (S ×R) استوانه ای فضای از زیرمجموعه ای روی پیوسته دایره ای-خطی احتمال چگالی تابع هر

در فرض، این با و بود خواهد واحد محیط و واحد ارتفاع با استوانه یک سطح ،([٠,١]٢) واحد مربع جای به نیز دایره ای-خطی مفصل

زیر ویژگی دارای آن ها چگالی مفصل هایی که اختصار، برای می گیریم. نظر در خطی بعد به عنوان را v و دایره ای بعد به عنوان را u ادامه

دایره ای-خطی): مفصل یک اصلی (ویژگی می نامیم «دوره ای» اختصار به یا «u جهت در «دوره ای١ را باشند

c(u = ٠, v) = c(u = ١, v), ∀v ∈ [٠,١]. (٣ . ١)

داده های از بسیاری برای می توان را آن نتایج البته است. دایره ای-خطی مفصل های کاربردهای واضح ترین از یکی حیوانات رفتار بررسی

می گیرند. نظر در را Θ ∈ [−π, π) بازه معمولا چرخش زاویه های نمایش برای حیوانات، رفتار در داد. تعمیم نیز دیگر دایره ای-خطی

گام)، (طول X تصادفی متغیر تکیه گاه دارند. اشاره راست به چرخش به مثبت زوایای و چپ به چرخش به منفی زوایای بازه، این در

فرض است منطقی زیرا متفاوت اند، دایره ای متغیرهای سایر با حدودی تا چرخش زاویه های است. شده محدود نامنفی حقیقی اعداد به

حاشیه ای احتمال چگالی تابع یک از استفاده با می توان را فرض این ندارد. راست یا چپ به چرخش به ذاتی تمایل حیوان یک که کنیم

حول نیز u بعد در بلکه کنید)، توجه ٣ . ١ رابطه (به است دوره ای آن چگالی تنها نه مفصلی که همراه به است، متقارن θ = ٠ حول که

متقارن، مفصل خلاصه به طور یا u در متقارن مفصل از ما منظور .(٢٠٢١ فبریگ، و (هودل ساخت محقق است، متقارن u = ٠٫۵

است: زیر ویژگی با مفصلی

c(u, v) = c(١ − u, v) ∀u, v ∈ [٠,١]. (٣ . ٢)

مراجعه (٢٠٠۶) نلسون (به می کنیم. بسنده تقارن همین به اینجا در اما است،  تعریف قابل مفصل ها برای نیز تقارن دیگر انواع هرچند

است. نیز دوره ای الزاماً متقارن، مفصل هر شود).

١Periodic
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دایره ای-خطی مفصل چند ٣ . ٢

مدل سازی برای مفصل ها این می شوند. معرفی دارند، را (٣ . ١) رابطه در نیاز مورد ویژگی های که دایره ای-خطی مفصل چند بخش، این در

شده اند. طراحی خطی و دایره ای متغیرهای بین وابستگی

:(٢٠٢١ همکاران، و (وانگ می شود تعریف زیر به صورت وهرلی جانسون- مفصل جانسون-وهرلی: مفصل •

c(u, v) = ٢πg(η), η =


٢π(u− v), u ≥ v

٢π(u− v) + ٢π, u < v,

(٣ . ٣)

C(u, v) =

∫ u

٠
dw١

∫ v

٠
٢πg[٢π(w١ − w٢)]dw٢ =

∫ u

٠
[−G[٢π(w١ − w٢)]|v٠]dw١, (۴ . ٣)

اگر ،(٣ . ٣) رابطه در هستند. g(·) با متناظر توزیع تابع G(·) و η احتمال چگالی تابع g(·) دایره ای، متغیر یک η ∈ [٠,٢π] آن در که

است: زیر به صورت مفصل این می گویند. استوانه ای فون میزس مفصل آمده به دست به مفصل دهیم، قرار را فون میزس توزیع g(·) جای به

C(u, v) = uv +
١

٢π٢I٠(k)

∞∑
j=١

Ij(k)
(cos[٢πu− ٢πv − µ]

j٢ +
− cos[j(−٢πv − µ)] + cos[−jµ]

j٢

)
, (۵ . ٣)

جابجا v جهت در را احتمال چگالی تابع µ پارامتر .(١٩۶۵ استیگون، و (ابرامویتز است j مرتبه اصلاح شده ی بسل تابع Ij(·) آن در که

شکل در (µ = π, k = ۴ و µ = ٠, k = ١) مختلف حالت دو در مفصل این چگالی تابع می نماید. تعیین را تمرکز k و می کند

k = ٠ برای منفی. یا دارد مثبت همبستگی مفصل که می دهند نشان به ترتیب راست و چپ سمت شکل های است. شده داده نشان ١

(W ) پایینی کران به منفی همبستگی شرط در و (M) بالایی کران به مثبت همبستگی شرط در k = ∞ برای و داریم را استقلال مفصل

متقارن اما است، تناوبی ویژگی دارای و دایره ای-خطی مفصل یک استوانه ای فون میزس مفصل حالی که در می کند. میل فرشه-هافدینگ

چگالی های که می شوند معرفی مفصل هایی ادامه، در می کند. محدود حرکتی داده های مدل سازی برای را آن کارایی موضوعی که نیست؛

هستند. (u = ٠٫۵) u بعد در متقارن هم و تناوبی هم آن ها

.(µ = π, k = ۴ راست: µ؛ = ٠, k = ١ (چپ: حالت دو در استوانه ای فون میزس مفصل چگالی :١ شکل

می شود: تعریف زیر به صورت دو مرتبه چندجمله ای مفصل دو٢: مرتبه چندجمله ای مفصل •
٢Copula with Quadratic Sections
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c(u, v) = ١ + ٢πα cos(٢πu)(١ − ٢v), (۶ . ٣)

C(u, v) = uv + α sin(٢πu)v(١ − v), (٣ . ٧)

.|α| ≤ (٢π)−١ و است مفصل پارامتر α آن در که

می گردد: تعریف زیر به صورت سه مرتبه چندجمله ای مفصل مشابه، به طور سه٣: مرتبه چندجمله ای مفصل •

c(u, v) = ١ + ٢πα cos(٢πu)(١ − ۴v + ٣v٢) + ٢πβ cos(٢πu)(٢v − ٣v٢), (٣ . ٨)

C(u, v) = v(١ − v)[α sin(٢πu)(١ − v)− β sin(٢πu)v], (٣ . ٩)

مفصل از و دو مرتبه مفصل به عنوان دو مرتبه چندجمله ای مفصل کار، از آسانی برای .|β| ≤ (٢π)−١ و |α| ≤ (٢π)−١ آن در که

خطی بعد در سه مرتبه و دو مرتبه دایره ای-خطی مفصل های که است آشکار می کنیم. یاد سه مرتبه مفصل به عنوان سه مرتبه چندجمله ای

ارائه جزئیات با (٢٠٢١) فبریگ و هودل مقاله در سه مرتبه و دو مرتبه مفصل های هستند. متقارن و متناوب u دایره ای جهت در ،v

توابع کرد. ارائه زاویه ای، تقارن با دایره ای-خطی مفصل های برای R نرم افزار در را cylcop بسته (٢٠٢٢) هودل همچنین، شده اند.

اما می آید، به دست استقلال مفصل (β = ٠ و ) α = ٠ مفصل ها برای این در است. شده رسم ٢ شکل در مفصل دو این چگالی

اگر می کند بیان v و u بین را مثبت همبستگی مفصل ،(β < ٠ (و α > ٠ برای نمی توانیم. آورده به دست را فرشه-هافدینگ کران های

جهت های این نیز (β > ٠ (و α < ٠ یعنی مقابل حالت برای .u ∈ [٠٫۵,١] اگر می دهد نشان را منفی همبستگی و u ∈ [٠,٠٫۵]

هستند. قبل مشابه همبستگی

مفصل چگالی راست: ،(α = ١
٢π ) دو مرتبه دایره ای-خطی مفصل چگالی چپ: .v به نسبت ویژه بخش های با دایره ای-خطی مفصل چگالی های :٢ شکل

.(α = − ١
٢π , β = ٠٫٠١) سه مرتبه دایره ای-خطی

٣Copula with Cubic Sections
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پارامترها برآورد ٣ . ٣

یک ،(θi, xi) خطی و دایره ای متغیر جفت یک از (i.i.d) هم توزیع و مستقل مشاهده ی n شامل مجموعه ای داشتن اختیار در با

پارامترهای بردار می توانیم نظری به طور ،FX(x;γ) و FΘ(θ;β) مفروض حاشیه ای توزیع های و C(u, v;α) مفروض مفصل خانواده

هم زمان بهینه سازی مستلزم رویکرد این حال، این با کنیم. برآورد توأم درستنمایی تابع لگاریتم ماکسیمم سازی طریق از را (α,β,γ)

مفصل پارامترهای برای اریب برآوردهای به منجر می تواند حاشیه ای توزیع های نادرست مشخص سازی و است پارامترها از زیادی تعداد

بود: خواهد زیر به صورت درستنمایی تابع لگاریتم باشند، معلوم حاشیه ای توزیع های اگر برعکس. و شود

ℓ(α) =
n∑

i=١
log

[
c
(
FΘ(θi), FX(xi);α

)]
. (٣ . ١٠)

(٣ . ١٠) رابطه در FX و FΘ از برآوردهایی آنها در که می شود منتهی مفصل پارامترهای برآورد برای جایگزین شیوه دو به رویکرد این

درستنمایی ماکسیمم روش از استفاده با پارامتری به صورت می توانند F̂X(x) و F̂Θ(θ) یعنی برآوردها، این می شوند. جای گذاری

برآورد .(٢٠٢١ فبریگ، و (هودل شوند حاصل تجربی مفصل از نمونه گیری یعنی شبه مشاهده، به صورت ناپارامتری و ۴(MLE)

می شود. شناخته ۵(MPLE) شبه درستنمایی ماکسیمم برآورد به عنوان برآوردشده، ناپارامتری حاشیه های از استفاده با مفصل پارامترهای

ضریب مانند وابستگی معیار یک برآورد روی از تحلیلی به صورت می توان را پارامترها برآورد خطی-خطی، مفصل های از بسیاری برای

بنابراین و نیست دسترس در تحلیلی راه حل مقاله، این در معرفی شده مفصل های بیش تر برای اما آورد؛ به دست کندال ضریب یا اسپیرمن

داریم. عددی بهینه سازی به نیاز

معیار یک اختلاف که یافت را پارامترهایی تا گرفت بهره شبکه ای۶ جستجوی از می توان دایره ای-خطی، مفصل های سایر برای

معیار پایه بر می توان را مدل انتخاب نهایت، در .(٢٠٢١ فبریگ، و (هودل کند مینمم را پارامتری مفصل و تجربی مفصل بین وابستگی

هستند باورمند پژوهش گران از تعدادی یعنی ؛ است بوده نیز مناقشه مورد MPLE زمینه در ولی داد؛ انجام ٧(AIC) کاییک آ اطلاع

هجورت، و (گرونبیرگ نیست درست کاییک آ اطلاع معیار مبنای بر شده اند،  برآورد MPLE روش به آن پارامترهای مدلی که انتخاب

.(٢٠١۴

همبستگی معیارهای ۴ . ٣

١٩٧٧؛ وهرلی، و (جانسون باشد نرمال توزیع دارای خطی متغیر که هستند آن مستلزم دایره ای-خطی همبستگی پارامتری معیارهای

یک از (٢٠٢١) فبریگ و هودل این رو، از نیستند. استفاده قابل دایره ای-خطی داده های تمام برای کلی به طور بنابراین، و (١٩٧۶ ماردیا،

معرفی (١٩٧۶) ماردیا توسط نخستین بار برای که کردند استفاده ،D نماد با دایره ای-خطی، همبستگی ضریب برای ناپارامتری برآورد

برآورد داده ها رتبه بندی با ضریب این است. رفته کار به (٢٠١۵) تاو توسط اخیراً و (١٩٨٨) همکاران و سلو چون مطالعاتی در و شد

است: زیر به صورت و می شود

D = k
((∑

i

si cos
٢πri
n

)٢
+
(∑

i

si sin
٢πri
n

)٢)
, (٣ . ١١)

۴Maximum Likelihood Estimator
۵Maximum Pseudo-likelihood Estimator
۶Grid-Search
٧Akaike Information Criterion
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هستند. مشاهده همان خطی رتبه si و (−π مرجع نقطه (با i مشاهده (دایره ای) زاویه ای رتبه ri نرمال سازی، ثابت یک k آن در که

دهد. تمایز هم از را منفی یا مثبت همبستگی نمی تواند بنابراین و بگیرد را ١ و ٠ بین مقادیری می تواند فقط D ضریب این حال، با

و توأم توزیع بین کولبگ-لیبلر واگرایی معیار متقابل اطلاعات مبنای بر را همبستگی معیار یک (٢٠١٩) همکاران و لیگوی همچنین،

کرده اند. پیاده سازی حاشیه ای توزیع های حاصل ضرب

I(Θ, X) =

∫ π

−π

∫ ∞

٠
fΘ,X(θ, x) log

( fΘ,X(θ, x)

fΘ(θ)fX(x)

)
dθdx

=

∫ π

−π

∫ ∞

٠
c
(
FΘ(θ), FX(x)

)
fΘ(x)fX(x) log

(
c
(
FΘ(θ), FX(x)

))
dθdx

=

∫ ١

٠

∫ ١

٠
c(u, v) log

(
c(u, v)

)
dudv. (٣ . ١٢)

اطلاعات که می شود مشخص بلافاصله عبارت، این از است. آمده به دست v = FX(x) و u = FΘ(θ) متغیر تغییر با آخر برابری

آخر خط در انتگرال محاسبه آن جایی که از .(٢٠١١ سون، و (ما است c(u, v) مفصل چگالی تابع با مرتبط آنتروپی منفی برابر متقابل

شده داده نشان این حال، با کنیم. تعیین مستقیم به طور را انتخاب شده مفصل خانواده پارامترهای نمی توانیم است، دشوار (٣ . ١٢) رابطه

ایلیدن، و (تنزیر دارد یکنواخت رفتار دومتغیره، مفصل های از وسیعی دامنه در وابستگی پارامتر به نسبت متقابل اطلاعات که است

معیار عنوان به متقابل اطلاعات از استفاده در بالا، در داده شده توضیح تقریبی بهینه سازی چارچوب که می رود انتظار بنابراین، .(٢٠١۶

کند. عمل خوبی به وابستگی،

اطلاعات میانگین گرفتن و خطی) و دایره ای تصادفی متغیر (مشاهدات داده ها دسته بندی با را متقابل اطلاعات از تخمینی می توان

توجه هم چنین آورد. به دست دسته ها ترکیب های تمام روی بر می شود- محاسبه دسته هر در داده نقاط فراوانی براساس نقطه ای-که متقابل

با را متقابل اطلاعات می توان نیاز، صورت در است. تجربی مفصل متقابل اطلاعات با برابر داده ها متقابل اطلاعات که باشید داشته

فرشه-هافدینگ بالایی مفصل یک مقدار و استقلال مفصل صفر مقدار کرد که نرمال سازی طوری [٠,١] بازه ی به H آنتروپی از استفاده

:(٢٠١۶ ایلیدن، و (تنزیر کنند معرفی را

Inorm(u, v) =
I(u, v)√
H(u)H(v)

. (٣ . ١٣)

صورت این (به کنیم متقارن سازی نیز را تجربی مفصل می توانیم است، متقارن u متغیر به نسبت واقعی مفصل که بپذیریم اگر نهایت، در

کنیم). جایگزین ١ − u با را ٠/۵ از بزرگ تر u مقادیر که

کاربردها ۴

یا باد داده های مانند حرکتی داده های برای آن استفاده ی و نیست متقارن فون میزس دایره ای-خطی مفصل شد، اشاره قبلا همان طوری که

سه مرتبه و دو مرتبه مفصل های دیگر، سوی از نمی دهد. به دست مناسب برآوردهای می شوند، فرض متقارن معمولا که حیوانات حرکت

دایره ای حاشیه ای توزیع که شده تولید داده ١٠٠٠٠ تعداد ،α = ٠٫١ با دو مرتبه مفصل از مقاله این در می کنند. برطرف را مشکل این

با وایبل توزیع را آن گام) (طول های خطی حاشیه ای توزیع و (µ, k) = (٠,١) پارامترهای با فون میزس توزیع را آن چرخش) (زاویه های

تولیدشده داده های می پردازند، حرکتی موضوعات به بیش تر معرفی شده مفصل های چون می دهند. تشکیل (a, b) = (٣,٣) پارامترهای

نمودار چپ)، (سمت بالا نمودار شکل، این در است. شده آورده ٣ شکل در داده ها این نمودارهای می گویند. نیز مسیر٨ داده های را آن ها از
٨Trajectory Data
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بالا نمودار می دهد؛ نشان را سرخ و آبی رنگ های به ناپارامتری چگالی برآوردهای با به ترتیب گام طول های و چرخش زاویه های پراکنش

نمودار چپ)، (سمت پایین نمودار است؛ شده مشتق گام طول های و چرخش زاویه های دنباله از که است مسیر نمودار راست)، (سمت

گام طول های و چرخش زاویه های دایره ای پراکنش نمودار راست)، (سمت پایین نمودار و می دهد نشان را شده به کاربرده مفصل پراکنش

است.

است. شده شبیه سازی وایبل و فون میزس حاشیه های با دو مرتبه مفصل از استفاده با که دایره ای-خطی داده های نمایش :٣ شکل

دیده جدول در همان طوری که است. آمده ١ جدول در و شده بررسی حالت دو در خطی و دایره ای متغیرهای بین همبستگی ضریب

Inorm(u, v) = ٠٫٠١٨ متقابل اطلاعات همبستگی ضریب مقدار و D = ٠٫٠۶٧ (٣ . ١١) رابطه همبستگی ضریب مقدار می شود،

می دهند. نشان کم را گام طول های و چرخش زاویه های بین همبستگی معیار، هردو هستند.

تعداد کردیم. تولید داده قبلی مفصل حاشیه ای توزیع های و (α, β) = (٠٫٠٣,− ١
٢π ) پارامترهای با سه مرتبه مفصل از ادامه، در

(٣ . ١١) رابطه همبستگی ضریب کردیم. خودداری آن نمودارهای رسم از و گرفتیم نظر در ١٠٠٠٠ نیز اینجا در را تولیدشده داده های

ضریب نیز مفصل این مبنای بر آمدند. به دست Inorm(u, v) = ٠٫٠١٩ و D = ٠٫٠۶١ به صورت به ترتیب متقابل اطلاعات و

برآورد شبه درستنمایی ماکسیمم و درستنمایی ماکسیمم به روش های مفصل ها پارامترهای بعدی،  بخش در هستند. کوچک همبستگی ها

معیار از مدل،  انتخاب برای می دهند. به دست را اصلی پارامترهای به نزدیک برآوردهای روش هردو است. شده آورده ١ جدول در و شده

مفصل کاییک آ معیار از کوچک تر (−٨٢٢) آن کاییک آ معیار چون می کند؛ عمل بهتر سه مرتبه مفصل اینجا در که کردیم استفاده کاییک آ

است. (−۶٨۴) دو مرتبه
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سه مرتبه و دو مرتبه مفصل های برای همبستگی ضرایب و کاییک آ معیارهای پارامترها،  برآورد :١ جدول

همبستگی ضرایب AIC MPLE MLE مفصل ها

D = ٠٫٠۶٧ −۶٨۴ α = ٠٫١٠١ α = ٠٫١٠٠ دو مرتبه مفصل

Inorm(u, v) = ٠٫٠١٨ · · · · · ·

D = ٠٫٠۶١ −٨٢٢ α = ٠٫٠٣١ α = ٠٫٠٣٢ سه مرتبه مفصل

Inorm(u, v) = ٠٫٠١٩ β = −٠٫١۵٩ β = −٠٫١۶٠

نتیجه گیری و بحث

چند به و گرفت قرار بررسی مورد آن ها ویژگی های و دایره ای-خطی مفصل ها،  مفصل های و دایره ای داده های معرفی ضمن مقاله، این در

مفصل و دو مرتبه مفصل جمله از ویژه بخش های با مفصل های که دادند نشان شبیه سازی نتایج شد. پرداخته حوزه این در مهم مفصل

مدل مناسب به طور را داده ها نوع این در وابستگی ساختار و دهند ارائه حرکتی داده های برای مناسبی برازش های سه، می توانند مرتبه

این به نظر می باشند. دارا هم زمان را تقارن و تناوب ویژگی های و می شوند خطی و دایره ای داده های شامل حرکتی داده های می کنند.

کند. مدل به درستی را آن ها بین وابستگی نمی تواند دایره ای-خطی مفصل هر ویژگی ها،

تشکر و قدردانی

دارند. امتنان و سپاس کمال شده اند، آن بهتر ارائه و بهبود موجب که گرامی داوران پیشنهادات از مقاله نویسندگان
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Abstract: This paper presents the properties and applications of circular-linear copulas. To analyze the

dependence structure of circular and linear data, various forms of circular-linear copulas are examined. Fur-

thermore, through simulation, copula parameters are estimated. The results indicate that the copulas with

specific sections are suitable for modeling movement data.
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