
اول نوع از ÿÿانتگرا Āÿادلات ÿرخÿ ÿددی þح در ÿژاندر ÿوجک های کارÿرد

*,gÿĀÿ ÿÿاĀر þĀĀÿ
اĀران ÿراوان، ÿراوان، ÿÿاÿ آÿوزش þĀĀĀÿg

ÿوÿ ÿÿای از اĀĀÿاده ÿا اول ÿوع ÿĀÿرāغ ÿÿگراĀÿا Āÿادلات ÿددی þÿ ÿرای ÿĀĀرÿاÿ ÿرÿول Āÿدی ÿĀ ،þÿاĀÿ þĀا در چāāده.
þĀدĀÿ ÿĀÿرāغ Āÿری Āÿادلات از þĀĀāÿ ÿĀ þÿ اĀÿگرال þÿادĀÿ ÿژاÿدر، ÿوÿ ÿÿای āÿارگāری ÿا .þÿا ÿده þĀÿاÿ ÿژاÿدر
ÿرای آورد. þāÿواÿ þÿدÿ اĀÿگرال þÿادĀÿ ÿرای ÿĀĀرĀÿ-ÿĀāĀĀÿ ÿÿواÿ و Āرده þÿ را þاصÿ Āÿری þĀĀāÿ þĀاĀÿ در ÿ ÿÿود.
þĀĀاĀÿ دĀگر Āÿروف روش  ÿĀ ÿا ÿده þاصÿ þĀاĀÿ و þÿا ÿده þارائ ÿددی ÿÿاĀÿ ،þĀÿ ÿورد روش اĀĀÿار و ÿĀĀÿرÿا þāوضÿ

.þÿا  þāÿد و ÿؤÿر āĀÿار روش þĀا þĀ ÿÿ دÿد Āÿان þĀاĀÿ þĀĀاĀÿ .þÿا ÿده
.ÿĀĀرÿاÿ روش ،ÿĀĀÿ þÿ روش اول، ÿوع اĀÿگرال Āÿادلات ÿژاÿدر، ÿوÿ ÿÿای کāĀدی: واژه های

.45G10, 65T60, 65N35 :[٢٠٢٠] ÿÿوضوÿ طĀقه ÿندی

ÿقدÿه .g
ÿÿدĀĀÿ و رĀاضāات ÿوزه داĀĀĀÿدان þÿوÿ زĀادی ÿلاĀÿ þÿدی ÿا ÿĀÿاÿ Āÿادلات ÿĀāĀĀÿ þÿ ،þĀÿگذ þÿد چĀد ÿول در
رĀاضāات، در ÿĀÿوا ÿدل ÿای از āĀÿاری þāÿدا ÿÿ þĀ þÿگوÿاĀÿ دارد. وÿود ارĀÿاط þĀا در زĀادی آÿار اĀĀرو، از .þÿا ÿده þÿواÿ
راه þĀÿاĀ þĀ ÿĀاĀÿآ از ÿ ÿÿوÿد. اĀÿگرال Āÿادلات از þĀĀāÿ ÿĀ Āا اĀÿگرال þÿادĀÿ ÿĀ þāāĀÿ þÿ ĀĀÿر ... و ÿÿاĀÿ þĀĀز

ĀاþĀÿ اÿد. þĀÿوÿ ÿددی روش þĀدĀچ þāĀÿ þĀا ÿر þĀĀغ ÿرای ،þĀراÿاĀÿ ،þÿا دÿوار Āÿادلات þĀا ÿرای ÿĀāĀĀÿ ÿ þÿای
دĀده ÿÿدĀĀÿ و رĀاضāات ÿدل ÿای از ÿĀāÿو þāÿ در þĀĀĀÿ Āÿادلات þÿ ÿرای ÿĀāÿ روش ÿای اĀده āÿارگāری
þĀÿگر āÿار چþĀ گāرÿری ÿور þÿ þĀ ĀĀĀÿد ÿĀāÿ روش ÿای از ÿاصÿ اÿواع از þāĀرÿگا و ÿاو ،ÿĀĀÿ þÿ روش ÿای ÿ ÿÿود.
اĀĀÿاده اĀÿگرال و þāĀÿراĀĀد Āÿادلات þÿ در ÿĀĀĀĀÿ پاÿ þĀای از ÿĀāÿ روش ÿای در ÿد، þĀĀگ þĀ ĀÿاĀÿور .[ø،ö،h] ÿده اÿد
پاþĀ ای þÿاÿ þĀدĀچ اāÿرا ĀĀĀÿد. þÿوÿ ÿورد ĀĀāÿر āÿارگāری، در þÿوĀÿ و ĀĀĀر ĀÿاĀÿات þāÿد þÿ ĀĀÿاÿد پاÿ þĀای ÿ ÿÿود.
اāÿوت Āÿال ÿور þÿ .þÿا þĀÿگر ÿرار اĀĀÿاده ÿورد و ÿÿرĀÿ ÿوĀĀĀدگان þÿوÿ Āÿادلات þÿ ÿرای þĀĀĀÿ چĀدþĀĀÿ ای ÿای از
þارائ þÿوÿردÿ-راĀÿو ÿوع از Āÿدی چĀد ÿĀÿرāغ اĀÿگرال Āÿادلات þÿ ÿرای را ÿژاÿدر ÿĀāÿ ÿدĀد روش ÿĀ [i] āĀÿاران و
ÿĀÿرāغ اĀÿگرال Āÿادلات ÿرای þāÿ ای ÿÿاĀĀĀÿ þĀپا þÿواÿ اÿاس ÿر ÿĀāÿ ÿĀĀÿ þÿ روش ÿĀ [g] āĀÿاران و اāÿری Āردÿد.
،ÿÿوÿرÿ چĀدþĀĀÿ ای ÿای ،þĀāĀچ چĀدþĀĀÿ ای ÿای þÿ ÿ ÿÿوان دĀگر روش ÿای و پاÿ þĀا þĀĀÿ از Āرÿد. پĀĀĀāاد þÿوÿردÿ-راĀÿو

Āÿود. اÿاره آن ÿا þāĀرÿ و (Block-Pulse) þÿپا ÿلاک þÿواÿ و ĀāÿرĀدی ÿژاÿدر چĀدþĀĀÿ ای ÿای
ÿرم þÿ اول ÿوع از اĀÿگرال þÿادĀÿ ÿĀ þÿ þÿ ĀĀÿر ÿÿدĀĀÿ و Āÿوم در þĀاĀÿ از āĀÿاری

(g)
∫ x

a

k(x, ξ)F (u(ξ)) dξ = g(x), a ≤ x ≤ b,
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ÿĀÿ ÿÿاĀر þĀĀÿ
Āا

(h)
∫ b

a

k(x, ξ)F (u(ξ)) dξ = g(x), a ≤ x ≤ b,

þāāĀÿ ÿاĀد þĀ þÿا ÿاĀĀÿوم ÿĀÿاÿ u(x) و āĀÿوس پذĀر و þĀÿوāپ F ĀĀÿوم، ÿĀÿواÿ g(x) و k(x, ξ) آن در þĀ ÿ ÿÿوÿد
.þāĀاĀÿ ÿÿ اĀĀÿاده þÿپا þĀÿاĀ ÿرای ÿژاÿدر ÿÿوÿ پاÿ þĀای Āÿراه þÿ ÿĀĀÿ þÿ روش از þÿاĀÿ þĀا در ÿود.

ÿوع از þÿوÿردÿ-راĀÿو اĀÿگرال Āÿادلات ÿاĀÿد ÿĀÿاÿ þÿادĀÿ ÿĀ ÿوāÿد þÿ ĀĀÿر ÿāĀزāÿ پدĀده ÿای از āĀÿاری ÿاضĀر ÿدل
ÿلال در ÿÿاāĀĀÿ ÿاÿرÿ þĀای .þÿا ÿددی آÿاāÿز در روش ÿا þĀرÿدĀĀÿدرÿ و þĀرÿ þĀرا از ÿāĀ ÿĀāÿ روش ÿای ÿ ÿÿوÿد. اول
اÿاس ÿر Āÿادلات اĀÿدا (h) Āا (g) Āÿادلات þÿ Āÿظور þÿ دارÿد. þāÿو Āارÿردی ÿÿادلاĀÿ þāĀچ þÿ ÿرای ÿĀāÿ روش ÿای

Āÿود. þāÿواÿ þÿ را þاصÿ Āÿری þÿادĀÿ þپÿ و ÿد ÿواĀÿد ÿĀĀرÿاÿ þÿادĀÿ ÿĀ þÿ þĀدĀÿ ÿژاÿدر ÿÿوÿ پاÿ þĀای
ÿژاندر ÿوجک های .h

ĀĀĀÿد ĀĀÿاÿد w(x) = g وزن þÿاÿ þÿ þĀĀÿ [−g, g] ÿازه در m þÿدر از Lm(x) ÿژاÿدر چĀدþĀĀÿ ای ÿای .٢٬١ تĀرĀف
ÿ ÿÿاĀÿد: þĀÿاĀÿ þÿاÿ زĀر ÿĀĀازگÿ ÿرÿول از و

L٠(x) = g, Lg(x) = x, Lm+g(x) =
hm+ g
m+ g xLm(x)−

m

m+ gLm−g(x).

ÿ ÿÿوÿد: þĀرĀÿ زĀر صورت þÿ I = [٠, g) ÿازه ÿر þĀ ĀĀĀÿد پاراĀÿر چĀار دارای ψn,m(x) ÿژاÿد ÿوÿ ÿÿای .٢٬٢ تĀرĀف

(i) ψn,m(x) =







h kh
√

m+
g
h Lm(hkx− n̂),

n̂− g
hk ≤ x <

n̂+ g
hk ,

٠, otherwise,

m = þāĀچĀÿ .þÿا ÿژاÿدر چĀدþĀĀÿ ای þÿدر m و k ∈ Z
+ ، n = g, h, . . . , hk−g ، n̂ = hn − g þĀ ÿĀاÿ

.b = n̂h−k و a = h−k ÿده، داده Āÿاÿد Āÿظور þÿ
√

m+ gh þĀضر ، ٠, g, . . . ,M − g
þÿتا þĀتقر .i

þĀÿرا þÿوÿ u(x) ∈ Lh[٠, g) þÿاÿ

(ö) u(x) =

∞
∑

n=g

∞
∑

m=٠
un,mψn,m(x), ≃ uM,k(x) =

hk−g
∑

n=g

M−g
∑

m=٠
un,mψn,m(x) = UTΨ(x),

ÿĀاÿ þĀرÿاÿ Ψ(x) و U ÿÿ دÿد. þĀاĀÿ را ÿĀÿدا >ضرب ., . > و un,m = ⟨u(x), ψn,m(x)⟩ آن در þĀ ÿ ÿÿود داده
ÿ ÿÿوÿد داده زĀر þĀÿرا ÿا و ĀĀĀÿد hk−gM × g

U =
[

ug,٠, ug,g, . . . , ug,M−g, uh,٠, . . . , uh,M−g, . . . , uhk−g,٠, . . . , uhk−g,M−g
]T

= [ug, uh, . . . , uhk−gM ]T ,(÷)
و

Ψ(x) =
[

ψg,٠(x), . . . , ψg,M−g(x), . . . , ψhk−g,٠(x), . . . , ψhk−g,M−g(x)
]T

= [ψg(x), ψh(x), . . . , ψhk−gM (x)]T .(ø)
k(x, ξ) ≃ þāÿ þÿ þĀÿ þÿاÿ Āÿدی دو ÿژاÿدر ÿوÿ ÿÿای þÿوÿ و ÿده þĀرĀÿ Lh([٠, g)× [٠, g)) در k(x, ξ) þÿاÿ
Kij = ⟨ψi(x), ⟨k(x, ξ), ψj(ξ)⟩⟩ ÿوÿ þĀÿای ÿا hk−gM ×hk−gM ÿĀĀرÿاÿ K آن در þĀ þÿا ΨT (x)KΨ(ξ)

ÿده þĀرĀÿ ∑∞

n=g
∑

∞

m=٠ un,mψn,m(x), ÿری þĀ داد Āÿان ÿ ÿÿوان ÿاÿد، u(x) ∈ Lh(R) þĀ þāĀĀ ÿرض .þÿا
.þÿا Āÿگرا u(x) þÿاÿ þÿ (ö) þĀÿرا در

h



اول ÿوع اĀÿگرال Āÿادلات و ÿژاÿدر ÿوÿ ÿÿای
ÿژاندر ÿوجک های کĀک ÿه انتگرال ÿسĀاترÿ نĀاĀش .ö

ÿĀĀرÿاÿ V آن در þĀ ÿ ÿÿود داده ∫ x

٠ Ψ(ξ)dξ =VΨ(x) þāÿ þÿ ÿژاÿدر þÿواÿ از اĀÿگرال گāری ÿĀĀرÿاÿ þĀاĀÿ
ÿرای [p]i,j = hg−k ÿوÿ þĀÿای ÿا M ×M ÿĀĀرÿاÿ P اگر .þÿا اĀÿگرال ÿرای Āÿدی hk−gM × hk−gM ÿÿاāĀĀÿ

ÿ ÿÿاĀÿد þĀÿاĀÿ þÿاÿ زĀر þÿروا þÿوÿ Q و V آÿگاه ÿاÿد، Āÿاط ÿاĀر ÿرای [p]i,j = ٠ و i = j = g

V =
g
hk











Q P P · · · P

٠ Q P · · · P

... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · Q











, Q =

















g g
√i ٠ · · · ٠ ٠

− g
√i ٠ g

√i√÷ · · · ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...
٠ ٠ ٠ · · · ٠ g

√hM−i√hM−g٠ ٠ ٠ · · · − g
√hM−g√hM−i ٠

















.

þĀÿرا þĀāÿوÿ ÿژاÿدر ÿÿوÿ ÿرداری þÿاÿ دو ÿاصþ ضرب از اĀÿگرال گāری .þÿا M × M ÿĀĀرÿاÿ Q آن در þĀ
Āÿلاوه .þÿا hk−gM × hk−gM واÿد þĀرÿاÿ I þĀ ÿĀاÿ ،þÿا þĀÿاĀÿ þÿاÿ ∫ g

٠ Ψ(ξ)ΨT (ξ)dξ = I

(g) Ψ(ξ)ΨT (ξ)U ≃ Ũ
T
Ψ(ξ),

.þÿا hk−gM × hk−gM ÿĀĀرÿاÿ Ũ و ÿده داده (÷) þĀÿرا þÿوÿ U آن در þĀ
اول نوع ÿرخطāغ انتگرال Āÿادلات þح روش .÷

þĀرāگ ÿÿ ÿظر در را زĀر þÿوÿردÿ ÿĀÿرāغ اĀÿگرال þÿادĀÿ اول. نوع از þÿفردهو ÿرخطāغ انتگرال Āÿادلات .g . ÷
(h)

∫ g
٠
k(x, ξ)F (u(ξ))dξ = g(x), ٠ ≤ x < g, g(x) ∈ Lh[٠, g), k ∈ (Lh[٠, g)× [٠, g)),

Āÿغāر ÿغāāر ÿا اĀÿدا در .þÿا ĀĀÿول þÿاÿ u و āĀÿوس پذĀر ÿĀÿرāغ ÿĀÿاÿ F þāĀچĀÿ و Āÿوار ÿĀÿواÿ F و g þĀ ÿĀاÿ
اĀÿگرال þÿادĀÿ þÿ þĀراÿاĀÿ .þāĀاĀÿ ÿÿ þĀدĀÿ ÿĀÿ þÿادĀÿ ÿĀ þÿ را (h) þÿوÿردÿ ÿĀÿرāغ اĀÿگرال þÿادĀÿ F (u(ξ)) = y(ξ)

þÿروا þÿوÿ ÿ ÿÿوان را g و ،y ،k þÿواÿ رāÿد. þāÿواÿ ∫ g
٠ k(x, ξ)y(ξ)dξ = g(x) þāÿ þÿ اول ÿوع þÿوÿردÿ ÿĀÿ

(i) g(x) ≃ GTΨ(x), k(x, ξ) ≃ ΨT (x)KΨ(ξ), y(ξ) ≃ YTΨ(ξ).

:þÿدا þāÿواÿ þĀÿاĀ ÿغāāر ÿĀÿ اĀÿگرال þÿادĀÿ در Āÿرÿ þĀا þĀا ÿاĀگزاری ÿا و زد þĀرĀÿ
ΨT (x)G =

∫ g
٠

ΨT (x)KΨ(ξ)ΨT (ξ)Ydξ = ΨT (x)K

∫ g
٠

Ψ(ξ)ΨT (ξ)Ydξ = ΨT (x)KIY.

ÿود. ÿواÿد Y = K−gG صورت þÿ ÿواب آÿگاه
þĀرāگ ÿÿ ÿظر در را زĀر اول ÿوع از وĀÿرا ÿĀÿرāغ اĀÿگرال þÿادĀÿ اول. نوع از وÿترا ÿرخطāغ انتگرال Āÿادلات .h . ÷
(g٠)

∫ x

٠
k(x, ξ)F (u(ξ))dξ = g(x), ٠ ≤ x < g.

وĀÿرای اĀÿگرال þÿادĀÿ þÿ (g٠) þÿادĀÿ در F (u(ξ)) = y(ξ) Āÿغāر ÿغāāر Āÿان دادن ÿرار ÿا و ،h . ÷ þĀÿ ÿا þÿاĀÿ ÿÿرو ÿا
þĀ ÿÿ دĀÿد þĀāĀÿ (g) و (i) Āÿادلات āÿارگāری .þÿاĀ þāÿواÿ þÿد ∫ x

٠ k(x, ξ)y(ξ)dξ = g(x) þāÿ þÿ ÿĀÿ
ΨT (x)G =

∫ x

٠
ΨT (x)KΨ(ξ)ΨT (ξ)Ydξ = ΨT (x)K

(
∫ x

٠
Ψ(ξ)ΨT (ξ)Ydξ

)

= ΨT (x)K

(
∫ x

٠
Ỹ

T
Ψ(ξ)dξ

)

= ΨT (x)KỸ
T
VΨ(x),

آÿد. ÿواÿد þÿدÿ G = KỸ
T
VΨ(x) þāÿ þÿ ÿĀاĀÿ ÿواب و

i



ÿĀÿ ÿÿاĀر þĀĀÿ
ÿددی ÿررسÿ .ø

:þĀرāگ ÿÿ ÿظر در زĀر þāÿ þÿ را اول ÿوع از وĀÿرا ÿĀÿرāغ اĀÿگرال þÿادĀÿ .۶٬١ ÿثال
(gg)

∫ x

٠
sin((x− ξ) + g) cos(u(ξ)) dξ =

(g
hx+ g

)

sinx,

þāÿ þÿ þÿادĀÿ ÿواب ÿغāāر þĀا ÿا ،þĀراÿاĀÿ .cos(u(ξ)) = y(ξ) þĀ þāĀĀ ÿÿ ÿرض اĀÿگرال þÿادĀÿ þĀا þÿ ÿرای
ÿا þāÿرÿ þÿ را روش þĀا þÿوÿ ÿده þاصÿ ÿددی þĀاĀÿ i و h ،g ÿ þāÿای ÿود. ÿواÿد .u(x) = arccos(y(x))

þĀزاÿا þĀ ÿÿ دĀÿد Āÿان ÿ þāÿا þĀا þāĀچĀÿ ÿÿ دĀÿد. þĀاĀÿ Mhk−g = öh و Mhk−g = hö ،Mhk−g = gh
از þĀ Āÿاÿا þĀĀÿدرÿ þĀāĀāÿ g ÿدول در دارد. k Āÿدار þĀزاÿا þÿ þĀĀÿ روش þÿد و þÿرÿ در ĀĀāÿری ÿاāÿر M Āÿدار
þĀĀĀÿ ĀÿادĀر ÿرای را u(x) Āÿای þĀĀÿ ÿدر þĀāĀāÿ h ÿدول .þÿا ÿده داده þĀاĀÿ آÿده، þÿدÿ [÷] ÿار ÿÿوÿ روش
þĀĀاĀÿ در ÿĀĀÿ روش از ÿده þاصÿ Āÿرÿ þĀای þĀ þÿگر þĀāĀÿ ÿ ÿÿوان ÿدول، دو þĀا þĀĀاĀÿ ÿا ÿÿ دÿد. Āÿان k و M از

.þÿا ĀĀĀری Āÿای و ĀĀāÿر þÿد دارای و ÿوده ĀĀÿر [÷] ÿار ÿÿوÿ روش ÿا

(ج) (ب) (آ)

،k = i, M = i (آ) ،Mhk−g = gh þĀ ÿÿاÿز þāÿد ÿواب ÿا ÿددی ÿواب ÿای þĀĀاĀÿ .g þāÿ
.k = g, M = gh (ج) ،k = h, M = ø (ب)

(ج) (ب) (آ)

،k = ö, M = i (آ) ،Mhk−g = hö þĀ ÿÿاÿز þāÿد ÿواب ÿا ÿددی ÿواب ÿای þĀĀاĀÿ .h þāÿ
.k = h, M = gh (ج) ،k = i, M = ø (ب)

نتاĀج .g
ÿود. ÿژاÿدر ÿوÿ ÿÿای اÿاس ÿر اول ÿوع اĀÿگرال Āÿادلات ÿددی þÿ ÿرای ÿÿرو þĀÿاÿ þÿاĀÿ þĀا در ÿÿاÿا اĀده
اĀÿگرال þÿادĀÿ ،þāĀرÿگا روش ÿا ÿاÿرÿ þĀا þĀا þāĀرÿ و گردĀد āÿان þÿاĀÿ از þĀĀĀÿ ÿ þĀĀÿای ÿرای ÿÿاāĀĀÿ ÿاÿرÿ þĀای

ö



اول ÿوع اĀÿگرال Āÿادلات و ÿژاÿدر ÿوÿ ÿÿای

(ج) (ب) (آ)

،k = ÷, M = i (آ) ،Mhk−g = öh þĀ ÿÿاÿز þāÿد ÿواب ÿا ÿددی ÿواب ÿای þĀĀاĀÿ .i þāÿ
.k = i, M = gh (ج) ،k = ö, M = ø (ب)

.[÷] ÿار ÿÿوÿ روش از آÿده þÿدÿ Āÿای þĀĀÿ ÿدر þĀāĀāÿ .g ÿدول
J h i ö ÷ ø g h i
hM h gø ih øö ghh h÷ø ÷gh g٠hö
[÷] þÿرÿ g٫he− ٠٠i i٫ge− ٠٠ö h٫٠e− ٠٠÷ h٫٠e− ٠٠÷ ÷٫٠e− ٠٠ø g٫he− ٠٠ø i٫ge− ٠٠g g٫ie− ٠٠h

.u(x) ÿرای آÿده þÿدÿ Āÿای þĀĀÿ ÿدر þĀāĀāÿ þĀĀاĀÿ .h ÿدول
M h i ö ÷ ø g h i g٠

g i٫ge− ٠٠g ÷٫ge− ٠٠h i٫he− ٠٠i ö٫øe− ٠٠÷ ø٫he− ٠٠ø g٫he− ٠٠g g٫ie− ٠٠h ö٫ge− ٠g٠ i٫he− ٠gg
h g٫ie− ٠٠g g٫÷e− ٠٠i g٫ge− ٠٠ö h٫he− ٠٠ø h٫ie− ٠٠g g٫øe− ٠٠i i٫ie− ٠gg ø٫he− ٠gi g٫ge− ٠gö

k i h٫he− ٠٠h g٫ie− ٠٠ö g٫he− ٠٠÷ g٫he− ٠٠h h٫ie− ٠٠i g٫ie− ٠gg i٫he− ٠gi g٫öe− ٠g÷ i٫he− ٠gg
ö g٫ge− ٠٠h h٫öe− ٠٠÷ g٫÷e− ٠٠ø h٫ie− ٠٠i i٫ge− ٠gg g٫٠e− ٠gi i٫øe− ٠g÷ h٫ge− ٠gh ø٫øe− ٠h٠

و ÿد āÿان ÿددی ÿÿاĀÿ روش، ÿĀÿدر و þĀص دادن Āÿان Āÿظور þÿ Āÿود. Āÿری Āÿادلات از þĀĀāÿ ÿĀ þÿ þĀدĀÿ را
دادÿد. Āÿان را ÿده þĀÿاÿ روش þÿد و ÿĀاراĀ ÿده þاصÿ þĀاĀÿ ÿدÿد. þĀĀاĀÿ ÿار ÿÿوÿ روش ÿا ÿده þاصÿ پاÿ þÿای
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