
جامĀه سطح در کرونا وĀروس شāوع ÿاضĀر مدل ÿبررس

iÿÿرÿ جواد Āÿابhو ÿĀĀĀĀÿ احĀان ، *,gزاده Āÿادی þÿا þحج
اĀران Āÿران، ع، ÿĀÿ اÿام اĀÿری داĀÿگاه ، þĀپا Āÿوم gداāĀÿده

اĀران Āÿران، ع، ÿĀÿ اÿام اĀÿری داĀÿگاه ، þĀپا Āÿوم hداāĀÿده

اĀران Āÿران، ع، ÿĀÿ اÿام اĀÿری داĀÿگاه ، þĀپا Āÿوم iداāĀÿده

اÿراد ÿدل þĀا در .þĀپرداز ÿÿ þĀÿجا در Āروÿا وĀروس āÿوع ÿرای ÿاضĀر ÿدل ÿĀ ÿÿررÿ و þارائ þÿ þÿاĀÿ þĀا در āāüده.
þĀÿرادجاÿا Āÿام Āروÿا وĀروس ÿا þĀÿرا Āāÿاری(در þāĀÿاÿ و Āāÿاری þÿاÿ þÿاĀدر ĀĀĀÿد اÿراد دþĀÿ ی: Āüار þÿ را þĀÿجا
وĀروس þÿ آÿوده اÿراد گāرÿد)، ÿÿ ÿرار þĀدĀĀĀÿ گروه در ÿوÿد ÿĀÿ ÿĀاÿاĀÿ þāĀÿاÿ þĀ آÿجا از و ĀĀĀÿد وĀروس þÿاĀدر ĀĀĀÿد
þāĀÿراĀĀد Āÿادلات دĀÿگاه þپÿ .þāĀĀ ÿÿ þāĀĀÿ ĀاþĀÿ اÿد، ĀĀÿود þĀ اÿرادی و گرþĀÿ اÿد ÿرار درÿان þحÿ þĀ Āāÿاری اÿراد Āروÿا،
ÿدل، ÿāāÿاĀĀد þāĀحÿ ĀĀار در پاĀان، در .þāĀاĀÿ ÿÿ þĀÿحاÿ را āÿوع ÿدد دوم þĀÿ þĀرÿاÿ از اĀĀÿاده ÿا و داده þارائ را ÿدل

.þĀپرداز ÿÿ Āÿادلات دĀÿگاه Āÿادل þĀĀÿ حول پاĀداری þĀراÿ ÿÿررÿ þÿ
Āروÿا. Āāÿاری،وĀروس ÿاضĀر ÿدل دوم، þĀÿ þĀرÿاÿ āÿوع، ÿدد کلāدی: واژه های

. 92D30 :[٢٠٢٠] ÿÿموضو طبقه بندی

مقدمه .g
þĀ ÿÿگاĀÿ ĀĀĀÿد. ÿاده دورþĀÿ ای آران ای ژÿوم ÿĀ دارای و ÿوده ĀروÿاوĀرĀده ÿÿروĀو خاÿواده ÿضو ĀروÿاوĀروس ÿا
و ÿÿ رود ÿĀÿدوپلاÿآ þāĀÿ þÿ þĀĀÿ رĀĀوزوم ÿای þĀÿ þÿ þāĀĀĀÿ ÿ ÿÿود، رÿا āÿزÿان Āÿول در وĀروس ÿا þĀا آران ای
āÿزÿان، جاÿدار Āÿول ÿای رĀĀوزوم ÿای þÿوÿ و þāĀĀĀÿ ÿ þÿور و ÿود Āÿول þĀĀÿ وارد ÿĀĀوÿرو þĀج ÿدارد ÿاجāĀاح دĀگر
در اول ÿارس وĀروس ÿود. حāواÿات در ÿود، ÿده þĀÿ گāر þĀÿگذ در þĀ Āروÿا وĀروس ÿای ĀĀÿأ ÿ ÿÿازد. را خود آÿĀÿ ژن ÿای
þÿاāÿخاور در ÿرس وĀروس ،h٠gö ÿال در رāÿد. اĀÿان þÿ þÿ Āÿد و ÿد þĀĀĀÿ وÿگرد گرÿ þÿای þÿ Āÿد و ÿد ÿروع خĀاش
ÿحĀāĀات þĀÿ آن، ÿوع þĀآخر ÿود. رāÿده اĀÿان þÿ Āÿر از وĀروس، þĀا ÿد. ĀĀÿلا Āāÿار höiö از Āÿر h÷h ÿرگ þوجÿ
ĀروÿاوĀروس، ÿوع þÿ þĀĀÿ ÿاĀÿد. þĀÿدا ÿĀĀÿ āÿوع در þÿ دĀگری جاÿوران þÿا þāĀÿ þĀĀÿا .þÿا þāÿگوÿپا پژوĀÿگران،
از آĀĀÿواÿزا Āāÿاری þāĀÿ اĀÿان þÿ اĀÿان از Āāÿاری اĀĀÿال روش ÿای ÿوارد از ÿرخÿ در .þÿا ĀĀÿاوت آن اĀĀÿال روش ÿای
اĀÿان þÿ اĀÿان اĀĀÿال ÿوارد و ÿوده ÿحدود āĀÿار ÿاز ÿضای در Āāÿاری اĀĀÿال احĀĀال حال þĀا ÿا .þÿا þĀĀÿ و þÿرÿ þĀرÿ
ÿا ĀāÿارĀÿان ÿا در þĀ اÿرادی ÿاĀÿد ÿوده اÿد Āāÿار ÿرد ĀĀار در þĀĀÿ ÿضای در ÿÿولاÿ ÿدت þÿ اÿراد þĀ þÿداده ا رخ ÿواردی در
از Āا اĀÿان þÿ جاÿوران þĀرÿ از þāĀĀĀÿ ÿ þÿور ÿار þāĀĀخÿ Āāÿاری þĀا þĀ þĀāÿ þخĀÿ Āÿوز ĀĀĀÿد. ارĀÿاط در Āāÿاران

.þÿده اÿ þĀĀĀÿ وĀروس þÿ آÿوده Āÿوح þĀرÿ
ebadizadeh.h@gmail.com :þāĀĀا آدرس *ÿخĀران.
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ÿÿرÿ و Āÿاب ÿĀĀĀĀÿ زاده، Āÿادی
ÿراÿر در واĀāĀĀاāÿون ÿÿ داد Āÿان þĀ داد þارائ را اپāدāÿوÿوژی þĀāÿز در ÿاضĀر ÿدل þāÿاو ÿÿوÿرÿ þāÿدا ،ggø٠ ÿال در
þĀ وریÿ þÿ ÿد ÿĀوژÿوāÿ و ÿĀĀĀز ĀÿاĀÿات þÿ ÿاضĀر ÿدل ÿای ورود زÿ þĀāÿاز ÿÿوÿرÿ ÿدل .[g] þÿا ÿودĀÿد þĀÿآ Āāÿاری
ÿورت ،ÿاضĀر ÿدل ÿای از اĀĀÿاده ÿا ،ÿÿوĀÿ Āāÿاری ÿای āÿوع روی ÿر ÿĀÿجا و گĀĀرده ĀÿاĀÿات þĀĀāÿ ÿرن þĀاوا در
gigg ÿال در داد، þارائ ÿرخÿ Āāÿاری گĀĀرش ÿÿررÿ ÿرای ÿدل ÿĀ ÿاÿر gi٠ø ÿال در ÿثال، Āÿ þÿوان .[i, ö] þÿرĀپذ
þĀپ þĀرÿ از ÿالارĀا Āāÿاری āÿوع ÿرای ÿدل ÿĀ ÿراحÿ þÿ ،þāĀÿراĀĀد Āÿادلات از اĀĀÿاده ÿا راس، ÿام þÿ āÿزāĀدان ÿĀ
در Āÿدن در ÿاÿون Āāÿاری ÿÿدāاپ ÿرای را SIR Āÿروف ÿدل þĀ ÿودÿد ÿĀدرĀĀ ÿÿ و Āرÿاک þĀا gihø ÿال در و þپرداخ

.[g, ø, g] Āÿودÿد þارائ gøøø ÿال
ÿĀاÿ þāرضÿ و دادÿد þارائ اĀÿان ÿا āÿان در Āāÿاری ÿĀ گĀĀرش روÿد از ÿÿاارزÿ þĀÿ ÿاضĀر ÿدل ÿای اپāدāÿوÿوژی، در
ÿاĀÿد زĀادی Āāÿاری ÿای ÿāÿاĀĀد þāĀحÿ در ÿاضĀر ÿدل ÿای اÿروزه Āÿودÿد. Āÿرح Āāÿاری ÿا ĀĀĀرل اĀÿراÿژی ĀĀÿود ÿرای
ĀĀĀرل þĀج ÿÿدāاپ اÿگوÿای از ĀĀÿر درک در ÿĀĀÿ þĀÿ ÿدل ÿا þĀا ÿÿ گāرÿد. ÿرار اĀĀÿاده ÿورد غāره و þāÿپاÿ ÿالارĀا، اĀدز،

دارÿد. Āāÿاری
þĀÿد Āüار þÿ را þāĀĀج ÿدل þĀا در þĀ þāÿد ÿÿ þارائ þĀÿجا در Āروÿا وĀروس āÿوع ÿرای ÿاضĀر ÿدل ÿĀ þÿاĀÿ þĀا در
þĀ Āāÿاری اÿراد ÿده اÿد، آÿوده وĀروس þÿ þĀ اÿرادی ،þāĀÿاÿ و ĀĀĀÿد Āروÿا وĀروس þÿاĀدر ĀĀĀÿد þĀ اÿرادی :þĀرده اĀ þāĀĀÿ
ĀĀ ÿÿد، ÿغāāر ÿظر ÿورد þāĀĀج Āÿداد زÿان þÿگذ ÿا þāĀĀا þÿ þوجÿ ÿا ĀاþĀÿ اÿد. ĀĀÿود þĀ ÿÿاĀĀ و ÿÿ گāرÿد ÿرار درÿان þحÿ

ÿود. خواÿد زÿان þÿ þĀĀÿوا ÿدل ÿĀ ÿا ÿدل
þÿاÿ þĀ ÿاضĀر ÿدل ÿازی þÿ ÿرÿوط Āÿاحث þÿ دوم þخÿ در :þĀ þÿا ÿورت þĀا þÿ þÿاĀÿ þĀا در ÿده þارائ Āÿاحث
Āÿادلات دĀÿگاه ÿĀ اĀĀجا در þĀ آن ÿا ĀĀÿاظر Āÿادلات دĀÿگاه þāāĀÿ و Āÿادلات ÿرÿول Āÿدی پاراĀÿرÿا، و Āÿغāر ÿا þāāĀÿ
ÿده þارائ Āāÿاری āÿوع Āÿادل þĀĀÿ و Āāÿاری از ÿاری Āÿادل þĀĀÿ āÿز ÿوم þخÿ در ÿ ÿÿود. þĀپرداخ þÿا ÿĀر خāغ ÿÿوĀĀÿ
Āÿادلات دĀÿگاه پاĀداری ،þĀراÿ لاوهÿ ÿÿ گردد. þĀÿحاÿ āÿوع ÿدد ÿرÿول ،ÿاضĀر ÿدل دوم þĀÿ þĀرÿاÿ از اĀĀÿاده ÿا و

ÿ ÿÿود. داده ÿرار ÿحث ÿورد āÿز ÿوردÿظر ÿدل

ÿاضĀر مدل سازی .h
حال .þāÿد ÿÿ þĀاĀÿ N(t) ÿا t زÿان در را þĀÿاĀÿ ÿورد þĀÿجا þāĀĀج þĀ ،þĀÿ þخÿ در ÿده þĀĀگ þÿاĀÿ þÿ þوجÿ ÿا
وĀروس þÿ آÿوده þĀ اÿرادی þÿوĀجÿ I(t) ĀروÿاĀĀĀÿد، وĀروس þÿاĀدر ĀĀĀÿد þĀ ÿاÿد þĀÿجا از اÿرادی þÿوĀجÿ S(t) اگر
ĀاþĀÿ اÿد، ĀĀÿود þĀ ÿاÿد ÿÿاĀĀ þĀÿ þÿوĀجÿ R(t) و ÿÿ گāرÿد ÿرار درÿان þحÿ þĀ ÿاÿد ÿÿاراĀāÿ þĀÿ þÿوĀجÿ T (t) ÿاĀÿد،

:þĀدار آÿگاه
N(t) = S(t) + I(t) + T (t) +R(t).

þāÿرÿ þÿ را زاد ووÿد و ÿĀāĀÿ ÿرگ وāÿر ÿرخ و β را وĀروس اĀĀÿال ÿرخ ÿدل، þĀا در .þāÿاÿ ÿÿ SITR اخĀĀار þÿ را ÿدل þĀا
ĀĀÿود ÿرخ و η را درÿان þحÿ Āāÿاران ĀĀÿود ÿرخ ،γ را درÿان ÿرای Āāÿار اÿراد اĀÿخاب ÿرخ þāĀýĀÿ .þĀرāگ ÿÿ ÿظر در λ و µ
ÿÿاÿدر þحÿ Āāÿار اÿراد Āÿداد āÿاÿگر δ ĀĀر اگر þāÿرÿ þĀا þÿ .þĀرāگ ÿÿ ÿظر در α را ÿÿاÿدر خدÿات از اĀĀÿاده ÿدون Āāÿاران
ÿا ÿود خواÿد ÿراÿر ÿ ÿÿوÿد آÿوده t زÿان در þĀ جدĀدی اÿراد Āÿداد آÿگاه دĀÿد، اĀĀÿال را Āāÿاری ÿ ÿÿواĀÿد ĀýĀÿان þĀ ÿاÿد

.βS(t)(I(t) + δT (t))
þÿ Āÿجر þĀ þĀپرداز ÿÿ SITR ÿاضĀر ÿدل ÿرÿول Āÿدی þÿ ÿالا، در ÿده þĀرĀÿ پاراĀÿرÿای و Āÿغāرÿا þÿ þوجÿ ÿا حال

ÿ ÿÿود: زĀر ÿĀرخāغ þāĀÿراĀĀد Āÿادلات دĀÿگاه

Ṡ = −βS(I + δT )− µS + λN,

İ = βS(I + δT )− (α+ γ + µ)I,(g)
Ṫ = γI − (η + µ)T,

Ṙ = ηT + αI − µR.

.þÿا ÿده þارائ ÿدل þĀا ÿÿگرد Āÿودار g þāÿ در ĀĀĀÿد. ÿĀĀÿاÿ ÿالا Āÿادلات در پاراĀÿرÿا Āÿام þĀ āĀĀد þوجÿ
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Āروÿا وĀروس āÿوع ÿاضĀر ÿدل ÿÿررÿ

SITR ÿدل ÿÿگرد Āÿودار .g þāÿ

:þĀدار و ÿوده N از ĀĀری R و T ،I ،S ÿجĀوÿ þÿای اÿ þĀورت در ،þĀرāگÿ ÿظر در ÿĀ ÿا ÿراÿر را N اگر
S + I + T +R = g,

:þÿگر ÿظر در زĀر ÿ þÿورت را (g) Āÿادلات دĀÿگاه ÿ ÿÿوان þāÿرÿ þĀا þÿ .R = g − S − I − T þĀراÿاĀÿ

Ṡ = −βS(I + δT )− µS + λ,

İ = βS(I + δT )− (α+ γ + µ)I,(h)
Ṫ = γI − (η + µ)T.

شāوع ÿدد و تĀادل نقاط .i
ÿÿ دÿد Āÿان را جواب ÿا þĀا ÿودن þĀثÿ زĀر þāضÿ þĀ ĀĀĀÿد Q = (S, I, T ) Āÿورت (h) Āÿادلات دĀÿگاه جواب ÿای

.[÷]
ĀĀĀÿد. ÿĀĀÿاÿ T (t) و I(t) ،S(t) ĀÿادĀر t > ٠ ÿرای آÿگاه ÿاĀÿد، ÿĀĀÿاÿ T (٠) (٠)Iو ،S(٠) ĀÿادĀر اگر :١ قضāه
(h) دĀÿگاه Āāÿاری از ÿاری Āÿادل þĀĀÿ ÿورت þĀا در ÿاÿد، þĀÿداÿ وجود Āāÿاری ûāÿ N þāĀĀج در þĀ þāĀĀ ÿرض اگر
þĀĀÿ و داده ÿرار Āÿر ÿا ÿراÿر را (h) دĀÿگاه Āÿادلات þÿرا þĀÿ .S٠ = λ

µ
þĀ ÿود خواÿد Q٠ = (S٠, ٠, ٠) ÿ þÿورت

þĀدار þپ .þāĀĀ ÿÿ þĀÿحاÿ را þÿا (S∗, I∗, T ∗) ÿ þÿورت þĀ (h) دĀÿگاه دĀگر Āÿادل
S∗ =

−(α+ γ + µ)I∗ − λ

µ
,

T ∗ =
γI∗

η + µ
.

،[h] þÿ þوجÿ ÿا ĀĀ ÿÿد. ĀĀÿلا را آĀÿا خود، Āāÿاری دوره ÿول در Āāÿار، ÿرد ÿĀ þĀ þÿا اÿرادی Āÿداد وĀروس āÿوع ÿدد
ÿ þÿورت (h) دĀÿگاه از را V و F ÿاÿرÿ þĀای .þÿا FV −g دوم þĀÿ þĀرÿاÿ ÿĀāÿ Āÿاع Āÿان þÿدروا R٠ āÿوع ÿدد

:þĀآور ÿÿ þÿدÿ زĀر
F =

[

βλ
µ

βλδ
µ٠ ٠

]

,

و

V =

[

α+ γ + µ ٠
−γ η + µ

]

.

:þĀدار þپ
V −g =

g
(α+ γ + µ)(η + µ)

[

η + µ γ

٠ α+ γ + µ

]

,

i



ÿÿرÿ و Āÿاب ÿĀĀĀĀÿ زاده، Āÿادی
þĀاĀÿ در þĀ

R٠ =
βλ

µ(α+ γ + µ)
.

،(λ
µ
, ٠, ٠) ÿĀĀĀ Āāÿاری، از ÿاری Āÿادل þĀĀÿ حول را þĀĀāÿ پاĀداری ،(h) Āÿادلات دĀÿگاه þāÿوĀژا از اĀĀÿاده ÿا ،þÿادا در

.þāĀĀ ÿÿ ÿÿررÿ
.R٠ > g اگر þÿا ÿاپاĀدار و R٠ < g اگر þÿا پاĀدار ÿĀÿجاÿ Āÿور Āāÿاری از ÿاری Āÿادل þĀĀÿ :٢ قضāه

:þāĀĀ ÿÿ þĀÿحاÿ زĀر ÿ þÿورت را (h) دĀÿگاه ÿÿوĀژا þĀرÿاÿ اثبات.

J٠ =







−µ −βλ
µ

−βλδ
µ٠ α βλδ
µ٠ γ −(η + µ)






.

þĀ ÿود خواÿد (x+ µ)(xh + bx− c) ÿ þÿورت J٠ þĀخĀÿ ĀüدجþĀĀ ای þپ
b = η + α+ γ + hµ−

βλ

µ

c = (
βλ

µ
− (α+ γ + µ))(η + µ)−

βλγδ

µ
.

ÿĀÿجاÿ پاĀدار دĀÿگاه آÿگاه ÿاĀÿد، ÿĀĀÿ ÿĀāĀح þخÿ دارای þĀخĀÿ ĀüدجþĀĀ ای جواب ÿای þĀ ÿÿورÿ در ،[h] þÿ þوجÿ ÿا
□ ÿود. خواÿد ÿاپاĀدار دĀÿگاه آÿگاه R٠ > g اگر þāĀýĀÿ .R٠ < g þĀ ÿÿ اĀÿد اĀÿاق ÿÿورÿ در þĀا و ÿود خواÿد

نتāجه گāری .ö
Āüار þÿ را þĀÿجا اÿراد ÿدل þĀا در .þāĀپرداخ þĀÿجا Āروÿادر وĀروس āÿوع ÿرای ÿاضĀر ÿدل ÿĀ ÿÿررÿ þÿ þÿاĀÿ þĀا در
اÿرادی و گرþĀÿ اÿد ÿرار درÿان þحÿ þĀ Āāÿاری اÿراد Āروÿا، وĀروس þÿ آÿوده اÿراد Āروÿا وĀروس þÿاĀدر ĀĀĀÿد اÿراد دþĀÿ ی:
ÿدد دوم þĀÿ þĀرÿاÿ از اĀĀÿاده ÿا و þāÿداد þارائ را ÿدل þāĀÿراĀĀد Āÿادلات دĀÿگاه þپÿ .þĀردĀ þāĀĀÿ ĀاþĀÿ اÿد، ĀĀÿود þĀ
þĀĀÿ حول پاĀداری ÿÿررÿ þÿ ÿÿادĀÿ Āÿاط آوردن þÿدÿ ÿا ÿدل، ÿāāÿاĀĀد þāĀحÿ ĀĀار در پاĀان، در þĀودĀÿ þĀÿحاÿ را āÿوع
ÿور þÿ ÿوان ÿĀÿ را Āروÿا وĀروس þĀ þÿا þĀا þÿگر ÿوان ÿÿ þÿاĀÿ þĀا از þĀ ÿĀĀ þجāĀÿ .þāĀپرداخ Āÿادلات دĀÿگاه Āÿادل

داد. þÿاĀ را آن þĀراÿ ÿود ÿÿ اÿا Āرد ÿاÿود þÿاĀ

ÿقدردان و تشکر
ÿÿ دارد. þÿراĀĀĀ þĀا ĀĀĀده ÿرگزار þÿواÿ ÿÿاĀÿ از را خود ÿپاس گزاری þÿراÿ þÿاĀÿ þĀا ÿوĀĀĀدگان
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