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ÿ Čئÿÿÿ Āă .Āąÿ ċĂĉ ĀāĀĀą ČĂāĀā ĄĂĆĀā ĀĄÿ ăĀĉ Čă ÿĂāĂÿ ÿĀĂÿĀą ،Āā ÿĀčĀĄă ĂāÿĀĉ ĀĀĀă ĈčĀک Āă ÿĀĂĉĐĉ Ĉāÿ ÿā .ċĂĂچک
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Āÿقدÿ .÷
ÿÿĂăÿ .āĀک ċāĀĂĂąÿ ĀĂĆĉÿĀĂāā ÿلاāĀĀą Āă ÿÿĀă ،Āā ÿĀč ċďĀگ Čă āĐăĀą ĄĂčĀĂą āÿ Āā ăĐāĐą ،ÿāلاĂą ÷ÿ ćĀق Āÿÿďÿ ÿā

.āĐă Āā ÿĀčĀĄÿ ăĐĎĂą ،Āā ÿĀč ċďĀگ ĀąÿĀă ÿÿĀă ÿÿĀă ďÿ ĀĂÿÿ
:āĀک Čئÿÿÿ ČĂĀق ø Āā ĀĄÿ ď Āā ċďĀگ āĀĄāÿÿ ÿ ċÿĀăÿā Āā

؛ Āč ćآ ĀظĀĊĂą Āā ÿĀčĀĄÿ ď Āā ÿĀč ċďĀگ ĈĂă ĀĀÿĐą ÿĀظĀĊā ÿÿÿĀقĀă Āکā
.ćĀĉ ÿĀčĀĄÿ ÿďÿ āÿ Āā ÿĀč ċďĀگ āĂĀą ĈĂÿĀą ÿ ċĐĄĉ ÿĀگāā ď

ÿأĊĉ ،Āąÿ Āāþپ ĀکĀĉ Čĉ ď ĀāĀĀăĀÿ Čĉ ًĀąÿĂāÿ Čک ÿĀگĂĆÿ ċÿĀĆč Čă ĀĄÿ ÿĀč ĀāĂĄā ÿÿÿāĀă ÿĀĀā āÿ ÿĂĂăÿ ĀāĀĄÿ ăĐĎĂą
ĂĂکĀā ćĀĆč Āąÿÿ ĀĆą ĀĆÿ Čک āĐĉ Āą ĀāĀĀā [x, y] = xy − yx ÿÿĐÿ Čă ĀظĉāÿĐą ĀگĂĆÿ ĀĀā Ĉāÿ ÿā .Āąÿ ČĂāĀگ

.Āąÿ þăÿĐā ĀāĐĆĀą
:Āąÿ ĄĂĆĀā ĀăĀق ĀĂک ĀāĀă Čă ÿĀĂÿĀą ĈĂĆč

Āā ĀĄÿ ÿÿ (Āā ĀکÿĀă ăĀĉ Čă) [., .] : V × V −→ V ĀگĂĆÿ ċÿĀĆč Čă F ćÿĂĂą ÿďÿ V ÿÿÿāĀă ÿĀĀā .÷ .÷ تعرāف
:ĂĉĀă ÿÿĀقĀă Āāā ĂāÿĀĉ ċĀگĀč ،ĄĂāĐگ Āą

.ĂĉĀă ĀĄÿďā [., .] ĀگĂĆÿ (÷)
.[x, x] = ۰ ĄĂĉĀă ČĂĉÿā x ∈ V Āč ÿÿĀă (ø)

ÿ ČĄăÿÿ x, y, z ∈ V Āč ÿÿĀă (ù)
(÷) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = ۰

.ĂĉĀă ÿÿĀقĀă ĀăĐکÿژ āĀĄāÿ Čă ÿďĀĀą
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÷



ÿĂĆĄą ĈāĀĆĉ ď ĀĆāď ĀĂąÿ ،ĂĆĉāĀă ÿā ĀĂÿ
.āĐĉ Āą ċāÿā ĈčĀک ĀāĀĄÿ ĀāĀĀā Āă ĄکĀă ĂāÿĀĉ ،ČĂāĀā ĄĂĆĀā ĀāĀĄÿ ĀāĀĀą ÿÿĀă

.ĂĉĐĉ Āą ĀāĂĄā ČĂāĀā ĄĂĆĀā ĀāĀĄÿ Čă ،ÿÿÿāĀă ÿĀčĀĀā āÿ ÿāĀāā āÿĂĀā ĂĂāĀā Ĉāÿ Čă
Āافتā þĂĀتع Āجبرل .ø

ĀĄÿ ÿÿ (V, [., .]) .ĄāĀĂگ Āą Āظĉ ÿā ÿÿ ćآ ÿďÿ V × V −→ V ĀگĂĆÿ ď F ćÿĂĂą ÿďÿ V ÿÿÿāĀă ÿĀĀā .÷ .ø تعرāف
:ĂĉĀă ÿĀقĀă Āāā āĀĉ ďā ċĀگĀč āĐĉ Āą ČĂĂگ ČĂāĀā ĄĂĆĀā Āā

.ĂĉĀă ĀĄÿďā [., .] ĀگĂĆÿ (÷)
ĄĂĉĀă ČĂĉÿā. x, y, z ∈ V Āč ÿÿĀă (ø)

(ø) [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y]− [[y, x], z]− [[z, y], x]− [[x, z], y] = ۰
Āă Āąÿ ÿāĀĀą (ø) ÿ ČĄăÿÿ Čک āĐĉ Āą ċĂāā ĀĂăÿÿ Čă

(ù) [[x, y]− [y, x], z] + [[y, z]− [z, y], x] + [[z, x]− [x, z], y] = ۰
Āăط x, y ∈ V Āć ÿاĀب ĆĀ باăد ÿا ĆĂÿاā þĂĀعā Āā Āجب( (V, [., .]) Āاگ .ø .ø þل

(ú) [x, y] = −[y, x]

.Āÿا Āā Āجب ÿā (V, [., .]) ąگا āآ ،þăبا ÿاĀقĀب
.Āąÿ ĀĄÿďā [., .] ĀگĂĆÿ ،Āąÿ ČĂāĀā ĄĂĆĀā ĀĄÿ (V, [., .]) ćĐچ .ÿاثبا

.āĐĉ Āą ĀÿĀă x ∈ V Āč ÿÿĀă ، [x, x] = ۰ āĀĉ ČĂÿĀāلاă (ú) ÿ ČĄăÿÿ āÿ
□ .ĂĊčā Āą ČĀĂĂĉ ÿÿ ĀăĐکÿā āĀĄāÿ ÿÿÿĀقĀă (ú) ď (ù) ÿĀč ÿďĀĆā ،ĀąÿÿĀą ÿÿ ČĄąĀĄą Āă

.ĂāĀĂگă Āظĉÿā ćآ āÿ ÿĀĂÿĀĉ ĀĀĊÿ ÿÿ v ď ĀĂÿÿā āĀÿ ÿĀĀā ÿÿ V .ù .ø ÿثال
:āĐĉ Āą ĀāĀĀā Āāā ÿÿĐÿ Čă [., .] : V × V −→ V ĀگĂĆÿ

(û) [x, y] =
⟨x, v⟩

∥v∥ø y.

:Ąāÿÿā (û) ÿ ČĄăÿÿ Čă ĀĊă
(ü) [[x, y], z] =

⟨[x, y], v⟩

∥v∥ø z =
⟨x, v⟩⟨y, v⟩

∥v∥ú z = [x, [y, z]].

.Āąÿ Āāþپ ĀکĀĉ (û) ÿ ČĄăÿÿ Āă ċĂĉ ĀāĀĀā ĀĆÿ Ăčā Āą ćĀĊĉ Ĉāÿ
.Āąÿ Ăÿÿď ĀگĂĆÿ Ĉāÿ ćāĐă ĀĄÿďā ،ĀĂÿÿā āĀÿ āĐÿ ÿĀĂÿĀą Čă ĀĊă ĀāĀă āÿ

.[[x, y]− [y, x], z] = ۰ āĐĉ Āą ċāÿā ćĀĊĉ ĀĂăÿÿ Čă ĈĂĊچ Ąč
.Āąÿ ČĂāĀā ĄĂĆĀā ĀāĀĄÿ (û) ČĄăÿÿ ÿā ċĂĉ ĀāĀĀā ĀگĂĆÿ Āă ċÿĀĆč ĀظĉāÿĐą ĀĂÿÿā āĀÿ ÿĀĀā ĂĂāĀā Ĉāÿ Čă

ĆĂăدا x, y ∈ V Āć ÿاĀب ĆĀ ÿÿĊط Ćب باăد، ĊÿجĊد λ ̸= ÷ Āاگ بگāĀĂد. Āظă ÿد ÿا (V, [., .]) ĆĂÿاā þĂĀعā ĀāĀجب .ú .ø þل
þĂăبا

(ý) [x, y] = λ[y, x] , λ ̸= ÷
.Āÿا ĀāĀجب (V, [., .]) ąگا āآ

.x ∈ V Āč ÿÿĀă ، [x, x] = ۰ āĐĉ Āą ČĀĂĂĉ [x, x] = λ[x, x] ÿ ČĄăÿÿ āÿ (ý) āĀĉ Čă ČÿĐā Āă .ÿاثبا
Ăčā Āą ČĀĂĂĉ (ý) āĀĉ ĀāĀă āÿ

(þ) [[x, y]− [y, x], z] = (÷ − λ)[[x, y], z]

□ .ĂĊčā Āą ČĀĂĂĉ ÿÿ ĀăĐکÿژ āĀĄāÿ (þ) ď (ø) ÿĀč ČĄăÿÿ
ĄĂĉĀă ČĂĉÿā x, y, z ∈ V Āč ÿÿĀă ċĀگĀč ĄĂāĐگ Āą ČāĀăďā ÿÿ (V, [., .]) ČĂāĀā ĄĂĆĀā ĀāĀĄÿ .û .ø تعرāف

(ÿ) [z, [x, y]− [y, x]] + [x, [y, z]− [z, y]] + [y, [z, x]− [x, z]] = ۰

ø



ČĂāĀā ĄĂĆĀā ĀāĀĄÿ
باăد. ÿا ĆÿĀطĉد ÿ ĆĂÿاā þĂĀعā ĀāĀجب (V, [., .]) ĂĄĀد āĀÿ .ü .ø ĀĂقض

ÿÿĊÿ Ćب [., .] : V × V −→ V ĀگĂĀعĀاگ
(÷۰) [x, y] = [x, y]− [y, x] x, y ∈ V

.Āÿا ĀāĀجب (V, [., .]) Ċăد، þāĀعā V ÿĉÿ
Āč ÿÿĀă [x, x] = ۰ ČĀĂĂĉ ÿā ď .[x, y] = −[y, x] Čک Āąÿ Ăÿÿď (÷۰) ČĄăÿÿ Čă ĀĊă، x, y ∈ V Āč ÿÿĀă .ÿاثبا

.x ∈ V

Ąāÿÿā (÷۰) ČĄăÿÿ āÿ ċāĀĂĂąÿ Āă ď ،Āąÿ ČĂāĀā ĄĂĆĀā ĀāĀĄÿ (V, [., .]) Čک Āÿ ćآ āÿ
[x÷ + xø, y] = [x÷ + xø, y]− [y, x÷ + xø]

= [x÷, y] + [xø, y]− [y, x÷]− [y, xø]
(÷÷)

.āĐĉ Āą ÿĀĄÿÿ [., .] ĀگĂĆÿ ćāĐă ĀĄÿďā ،ćآ ČĂĄĉ ÿĀč ČĄăÿÿ ćāÿďآ Āąā Čă ď (÷÷) ÿ ČĄăÿÿ āÿ ċāĀĂĂąÿ Āă
ĀāĀăāÿ

[[x, y], z] = [[x, y]− [y, x], z] = [[x, y], z]− [[y, x], z]

= [[x, y], z]− [z, [x, y]]− [[y, x], z] + [z, [y, x]]
(÷ø)

.Ăāآ Āą Āąā Čă [[z, x], y] ď [[y, z], x] ÿÿĀă (÷ø) ÿ ČĄăÿÿ ČăĀĊą ÿĀč ČĄăÿÿ ĀگāĀą Čă ĂĂāĀā ĈĂĆč Čă  
□ .āĐĉ Āą ĀăĀÿ ĀăĐکÿژ āĀĄāÿ ،ČĂāĀā ĄĂĆĀā ĀāĀĄÿ ćāĐă ČāĀăďā ď (ù) ÿā Ăăÿďÿ Ĉāÿ ÿÿÿþگāĀÿ Āă
[., .] : V ×V −→ V ĀگĂĀع باăد. Āخط Āابعā f : V −→ R ĉ R ÿĉÿ Āāþپ ĀĀĀă ÿĀجب V ĂĄĀد āĀÿ .ý .ø ÿگزار

ÿÿĊÿ Ćب V ÿĉÿ
(÷ù) [x, y] = xy − yx+ f(y)x x, y ∈ V

Ċă Āÿد. þāĀعā
.Āÿا ĆĂÿاā þĂĀعā ĀخطĀجب ([., .], V ) ąگا āآ

□ .āĐĉ Āą ĀÿĀă ċÿĐÿ ÿā ÿ ČĀĂĂĉ ،ĀąÿÿĀą ď ċāĀą ÿĀĄąĀĄą ď (÷ù) ÿ ČĄăÿÿ āÿ ċāĀĂĂąÿ Āă .ÿاثبا
باĄăد. Āخط ÿاć ÿابعā g : V −→ F ĉ f : V −→ F ĉ F āداĂÿ ÿĉÿ ÿÿداĀب Āāضاÿ V ĂĄĀد āĀÿ .þ .ø ÿگزار

ÿÿĊÿ Ćب V ÿĉÿ [., .] : V × V −→ V ĀگĂĀع
(÷ú) [x, y] = f(x)y − g(y)x

.Āÿا ąدă þāĀعā
.Āÿا ĆĂÿاā þĂĀعā ĀāĀجب ([., .], V ) ąگا āآ

ÿ ČĄăÿÿ ÿā [., .] ĀگĂĆÿ ĀāĀĀā āÿ ċāĀĂĂąÿ ď g ď f ćāĐă ĀĄÿ Čă ČÿĐā Āă ،ČĂāĀā ĄĂĆĀā ĀāĀĄÿ ĂāÿĀĉ ÿÿÿĀقĀă ĀąÿĀă .ÿاثبا
□ .ĂĉĐĉ Āą ÿĀĄÿÿ ĀąÿÿĀą ÿĐă Čă ، (÷ú)
ċÿĐÿ ÿā ĐĀÿ Čą X = (a÷, aø, aù) , Y = (b÷, bø, bù) , Z = (c÷, cø, cù) ď V = R

ù ĄĂĊک āĀā .ÿ .ø ÿثال
.ĂĊĉĀă Rù

ÿÿĐÿ Čă ÿÿ [., .] : Rù × R
ù −→ R

ù ĀگĂĆÿ
(÷û) [X,Y ] = (aøbù,−a÷bù, a÷bø)

.ĄĂĊک Āą ĀāĀĀā
.Ăčā Āą Rù ÿďÿ ČĂāĀā ĄĂĆĀā Āā ĀĄÿ ÿĀĂÿĀą ،ĀگĂĆÿ Ĉāÿ

ù



ÿĂĆĄą ĈāĀĆĉ ď ĀĆāď ĀĂąÿ ،ĂĆĉāĀă ÿā ĀĂÿ
:āĐĉ Āą ČĀĂĂĉ (÷û) ÿ ČĄăÿÿ āÿ ĄĂقĂĆą ÿ ċāĀĂĂąÿ Āă ď ĀگāĀą Čă

[X + Z, Y ] = ((aø + cø)bù,−(a÷ + c÷)bù, (a÷ + cø)bø)
= (aøbù,−a÷bù, a÷bø) + (cøbù,−c÷bù, c÷bø)
= [X,Y ] + [Z, Y ].

(÷ü)

.āĐĉ Āą ċĂāā āĐÿď Čă (÷û) ĀگĂĆÿ ćāĐă ĀĄÿďā ، (÷ü) ÿ ČĄăÿÿ Čă ĀčĀگĉ ĄĂĉĀă
:Ąāÿÿā ، [X,Y ] = (x÷, xø, xù) ćāÿā ÿÿĀق Āă ÿĀă

[[X,Y ], Z] = (xøcù,−x÷cù, x÷cø)
= (−a÷bùcù,−aøbùcù, aøbùcø).

:āĐĉ Āą ČĀĂĂĉ ،ċĂĉ ĀāĀĀą ĀگĂĆÿ ćāĐă ĀĄÿ ďā Čă ČÿĐā Āă Ąپ
[[X,Y ]− [Y,X], Z] = [[X,Y ], Z]− [[Y,X], Z]

= (−a÷bùcù + aùb÷cù,−aøbùcù + aùbøcù, aøbùcø − aùbøcø).
ČĀĂĂĉ ÿā

[[X,Y ]− [Y,X], Z] + [[Y, Z]− [Z, Y ], X][[Z,X]− [X,Z], Y ] = ۰.
.ĂĊک Āą āÿقĀء R ÿďÿ ÿÿ ČĂāĀā ĄĂĆĀā Āā ĀĄÿ ÿĀĂÿĀą (÷û) ÿ ČĄăÿÿ ĂĂāĀā Ĉāÿ Čă

پیشنهادات .ù
حد Ćچ āا ،Āā ÿاćĀجب ÿ ąÿباÿد ąدă Āثاب ÿاć þāح ĆĀ Āÿا ĆāأĀÿ Ăāا ĀÿÿĀب ،ÿظاĂăا Āقاب ĉ ĀعĂطب پĈĄĄĂاد ĀĂĀ ÿĊط Ćب

ĄĂĀćد. āĀĂĀگ Āقاب ĆĂÿاā þĂĀعā Āā ÿاćĀجب Ćب
ĆĀ ĀĂقب Ăāا āا Āāاć ÿاĊÿ پاÿخ ĂĂÿاā

ÿ ĆĂقض āĊچ þć ÿا ĆĂقض ĆĀ داÿد ĉجĊد Āā ąĉĀگ ĆابĄÿ ÿاĂاخÿ با P ĂĀĂĄÿد ، V ĆĂÿاā þĂĀعā ĀāĀجب ÿā ÿاĀب آāا (÷)
باăد؟ ÿاثبا Āقاب ĂāاĀب [ø] āاāÿاĀ

ĆابĄÿ Āāÿعبا ĆĀ ÿÿĊط Ćب داÿد ĉجĊد P ÿĉÿ ∇ āاĀĂāا آāا (ø)
∇XY −∇Y X = [X,Y ]

باăد؟ ÿاĀقĀب P ÿĉÿ Y ĉ X ÿÿداĀب āداĂÿ Āć ÿاĀب
اĀÿ؟ Āāþپ āاāÿا ĆĂÿاā þĂĀعā Āā ÿاćĀجب ÿاĀب ،ĀāاĀă Āăگاă ĆابĄÿ ĀĂăگاă ĂĂÿاā آāا (ù)

... (ú)
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