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اĀران Āرÿان، Āرÿان، ÿاĀÿر āĀÿد داýĀÿاه Āاÿپāوÿر، و ÿاضĀر داāĀÿده

دارای āÿز ÿĀāÿرÿ داده ÿای ĀĀ ÿÿد. اĀĀا ÿ þĀĀāÿا Āÿر ÿول ĀÿاĀÿات و اĀĀÿاد þāĀÿاÿ þاحĀÿ در ÿĀĀÿ þĀÿ ÿروپĀÿآ چāāده.
آÿاره ÿای ÿرد. ÿام را ÿĀāÿرÿ آÿاره ÿای ÿ ÿÿوان داده ÿا þĀا þĀرÿ þĀÿ از þĀ ĀĀĀÿد آÿاری اĀĀĀÿاط و ÿدل ÿازی در ÿراوان Āارÿرد
ÿĀāÿرÿ آÿاره ،n از n− i+ g ÿ þĀĀāÿای در دارÿد. Āارÿرد اĀĀÿاد þāĀÿاÿ þĀرĀÿ þĀĀج از آÿار ÿاخÿ þای از āĀÿاری در ÿĀāÿرÿ
þāخĀÿ در þĀزýĀجا روāĀردی Āÿوان þÿ چĀدک þÿاÿ از اĀĀÿاده þÿ اخāر، ĀÿاĀÿات در .þÿا þĀĀāÿ Āÿر ÿول āÿاýÿر iام
n− i+ g ÿ þĀĀāÿای Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ حاضر þÿاĀÿ در .þÿا ÿده ĀĀÿوف زĀادی þوجÿ داده ÿا þāĀحÿ و آÿاری ÿدل ÿای
þĀرĀÿ اÿدازه þĀا اÿاس ÿر ÿاپاراĀÿری Āلاس دو ÿ ÿÿود. þĀپرداخ آن وĀژÿ ÿüای ÿÿررÿ þÿ و ÿÿرĀÿ چĀدک þÿاÿ ÿر ÿĀĀĀÿ n از

āü ÿÿرد. ÿرار ÿÿررÿ ÿورد ÿÿوز ĀÿدĀلات و (ĀĀÿر) ÿحدب و Āÿودی ،ÿĀĀÿاÿ ĀÿدĀلات þحÿ Āلاس ÿا þĀا ÿودن þĀĀÿ و ÿده
چĀدک. þÿاÿ Āÿر، þĀÿذü ÿروپĀÿآ Āÿر، ÿاĀāÿاÿده ÿروپĀÿآ ÿاÿون، ÿروپĀÿآ کلāدی: واژه های
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ÿقدÿه .g
دارد. þĀĀخÿ رÿ þĀÿای در زĀادی Āارÿردÿای þĀ Āرد ÿÿرĀÿ ÿروپĀÿآ Āÿوان þحÿ þāĀĀح ÿدم از اÿدازه ای ،[÷] g ÿاÿون
در ÿÿ دÿد، Āÿان را f(x) ÿÿاýچ þÿاÿ ÿا þĀĀāÿ Āا þĀÿؤÿ ÿĀ Āÿر ÿول þĀ þÿا ÿĀĀÿاÿ ÿÿادĀÿ Āÿغāر ÿĀ X āĀĀد ÿرض

ÿورت þÿ X ÿÿادĀÿ Āÿغāر ÿاÿون ÿروپĀÿآ ÿورت þĀا
(g) η(X) = −E(log f(X)) = −

∫

∞

٠
(log f(x))f(x)dx,

Āÿوان þÿ ÿÿاĀÿاĀÿ دوره ÿĀ زÿان ÿدت þĀ اĀĀÿاد و Āÿا þāĀحÿ اĀĀÿاد، þāĀÿاÿ þĀĀج از زĀادی زÿ þĀāÿای در ÿ ÿÿود. þĀرĀÿ
ÿĀāÿراÿا اĀده، þĀا þĀپا ÿر ÿ ÿÿاĀÿد. پوĀا و ÿوده زÿان از ÿĀÿاÿ اÿلاع اÿدازه ÿای ÿ ÿÿود، þĀÿرü Āÿر در þÿلاÿ ÿورد ÿĀÿا Āÿغāر

ÿورت þÿ را Āÿر ÿاĀāÿاÿده ÿروپĀÿآ [h] h

(h) η(X; t) = −

∫

∞

t

(

log
f(x)

F̄ (t)

)

f(x)

F̄ (t)
dx = log F̄ (t)−

g
F̄ (t)

∫

∞

t

(log f(x))f(x)dx,
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ÿÿاÿز زÿره
þĀا ÿر .þÿا þĀÿرÿ Āÿر þĀÿذü þÿ þĀĀāÿ þāĀĀح ÿدم ÿود، Āÿاÿده غāرĀÿال þĀĀāÿ t زÿان در þĀ ÿÿورÿ در Āرد. þĀرĀÿ

ÿورت þÿ را Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ ،[g] i ÿردی ûÿلا و دāĀرĀÿزو اÿاس
(i) η̄(X; t) = −

∫ t

٠

(

log
f(x)

F (t)

)

f(x)

F (t)
dx = logF (t)−

g
F (t)

∫ t

٠
(log f(x))f(x)dx,

ÿ ÿÿود. ÿاāÿده Āÿر þĀÿذü ÿÿادĀÿ Āÿغāر X(t) = (t −X|X ≤ t) و η̄(X; t) = η(X(t)) آن در þĀ Āردÿد þĀرĀÿ
þÿاÿ جای þÿ چĀدک þÿاÿ از اĀĀÿاده ،þÿا þĀÿرü ÿرار þāĀĀحÿ þوجÿ ÿورد آÿاری ĀÿاĀÿات در اخāرا þĀ جدĀدی þاحĀÿ از ÿāĀ
ÿĀĀوÿازÿ چĀدک þÿاÿ اÿاس ÿر þāÿاĀÿ از āĀÿاری āÿز اĀĀÿاد þāĀÿاÿ þحĀÿ در .þÿا داده ÿا ÿدل Āÿدی و þāĀحÿ در þĀوزÿ
اĀÿاده دور داده ÿĀ وجود þĀ ÿĀÿواÿ در þĀĀج از .þÿا وĀژه ای خواص دارای چĀدک þÿاÿ اÿاس ÿر þāÿاĀÿ þĀا āÿان ÿده اÿد.
Āÿاÿ þÿر ÿĀدĀچ اÿدازه ÿای ÿا Āردن Āار دارد، ÿĀوجÿ þÿاÿ ÿأāÿر اĀĀÿاد þāĀÿاÿ اÿدازه ÿای روی ÿر حدی Āÿاÿده ÿĀ Āا و
þāÿخواÿ āĀĀد ÿرض دýĀر Āارÿردی Āÿوان þÿ āü ÿÿرÿد. ÿرار اĀÿاده دور Āا و حدی Āÿاÿدات ÿأāÿر þحÿ ĀĀĀر زĀرا ÿ ÿÿاÿد،
ÿÿورÿ در þĀÿ þĀدار Āÿد ĀĀد. پāدا þÿادا ÿخورÿد، þĀāÿ آن اجزای þĀÿ þĀ ÿÿاÿز ÿا را þĀĀāÿ ÿĀ Āÿر ÿول آزÿاĀĀات
ÿ ÿÿود. āÿان چĀدک þĀح ÿر þÿوÿ زÿان þÿحا þĀا در ĀĀد. پāدا þĀÿخا þĀاÿآز خوردÿد، þĀāÿ آن اجزای از درÿدی þĀ
þĀوزÿ þÿواÿ þĀ ÿĀاÿ دلÿ در اÿا ÿ ÿÿاÿد. þĀوزÿ þÿاÿ اÿاس ÿر þĀÿرü اÿجام ĀÿاĀÿات از āĀÿاری اÿلاع اÿدازه ÿای þحĀÿ در
.þÿا ÿده þāÿوÿ چĀدک þÿاÿ از اĀĀÿاده āÿز þĀراÿ þĀا در þĀ ÿود ÿخواÿد اāÿان پذÿر اÿدازه ÿا þĀا þĀÿحاÿ ÿدارد، þĀĀÿ ای ÿرم
ÿروپĀÿآ و ÿاÿون ÿروپĀÿآ ÿĀدĀچ ÿرم [ø] ö ÿاāÿاران و ÿوÿوج چĀدک، þÿاÿ اÿاس ÿر ÿروپĀÿآ اÿدازه ÿای āÿان راĀÿای در

ÿورت þÿ را Āÿر ÿاĀāÿاÿده
η =

∫ g
٠

log q(p)dp,

و
η(u) = log(g − u) + (g − u)−g

∫ g
u

log q(p)dp,

ÿورت þÿ را ÿĀدĀچ Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ āÿز [g] āĀÿاران و ÿوÿوج Āردÿد. þĀرĀÿ
η̄(u) = log u+ u−g

∫ u

٠
log q(p)dp.

Āÿر ÿاĀāÿاÿده ÿروپĀÿآ و ÿاÿون ÿروپĀÿآ [h] āĀÿاران و ÿوÿوج دادÿد. ÿرار ÿÿررÿ ÿورد را آن از ÿĀاÿ ÿüژĀو و Āردÿد þارائ
آÿاره ÿای Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ þÿاĀÿ þĀا در پرداخĀĀد. آن ÿا خواص ÿÿررÿ þÿ و ÿÿرĀÿ را چĀدک þÿاÿ اÿاس ÿر þÿرÿ آÿاره ÿای
آÿاره ÿای ÿĀدĀچ Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ ،h þخÿ در āü ÿÿرد. ÿرار þĀÿاĀÿ ÿورد آن خواص و ÿÿرĀÿ چĀدک þÿاÿ اÿاس ÿر ÿĀāÿرÿ
،i þخÿ در ĀĀ ÿÿد. þخĀÿ ĀāĀا ÿور þÿ را ÿÿادĀÿ Āÿغāر þĀوزÿ ÿده، þĀرĀÿ اÿدازه ÿ ÿÿود داده Āÿان و ÿده þارائ þÿرÿ
(ĀĀÿر) ÿحدب و Āÿودی ،ÿĀĀÿاÿ ĀÿدĀلات þحÿ Āلاس ÿا þĀا þĀح و ÿده þĀرĀÿ اÿدازه þĀا اÿاس ÿر ÿاپاراĀÿری Āلاس دو

āü ÿÿرد. ÿرار þĀÿاĀÿ ÿورد ÿÿوز ÿوزÿ þĀای þāĀچĀÿ و
چندک þÿتا Āÿنای ÿر þرتÿ آÿاره های Āÿر گذشته ÿآنتروپ .h

ÿورت þÿ X چĀدک þÿاÿ ÿاÿد، F (x) þĀوزÿ þÿاÿ ÿا þĀÿوāپ ĀĀĀÿا ÿÿادĀÿ Āÿغāر ÿĀ X āĀĀد ÿرض
(ö) Q(u) = F−g(u) = inf{x : F (x) ≥ u}, ٠ ≤ u ≤ g.
þĀĀÿ āü þĀĀÿری ÿا q(u)f(Q(u)) = g þĀÿرا و ÿ ÿÿود þجāĀÿ F (Q(u)) = u ÿراÿری ÿالا، þĀÿرا از ÿ ÿÿود. þĀرĀÿ
ÿ ÿÿود. ÿاāÿده ø چĀدک ÿÿاýچ þÿاÿ q(u) = Q′(u) و ÷ ÿÿاýچ چĀدک þÿاÿ f(Q(u)) آن در þĀ ÿ ÿÿود þÿحا u þÿ

3Dicresenzo and Longberdi
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چĀدک þÿاÿ ÿر ÿĀĀĀÿ n از n− i+ g ÿ þĀĀāÿای در Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ
Āÿود. þĀراجÿ [ö] āĀÿاران و g āÿر þÿ ÿ ÿÿوان آن از اĀĀÿاده ÿزاĀای و چĀدک þÿاÿ خĀوص در ĀĀāÿر þĀÿاĀÿ ÿرای

f(x) ÿÿاýچ þÿاÿ و F (x) þĀÿوāپ ĀĀĀÿا þĀوزÿ þÿاÿ ÿا ÿÿادĀÿ Āÿغāرÿای از ÿÿادĀÿ þÿوĀÿ ÿĀ ،Xn و ... ،Xg āĀĀد ÿرض
iام، ÿĀāÿرÿ آÿاره ÿÿاýچ þÿاÿ ÿ ÿÿود. داده þĀاĀÿ Xn:n و ... ،Xg:n þÿوÿ þÿوĀÿ þĀا ÿا ĀĀÿاÿر ÿĀāÿرÿ آÿاره ÿای ÿاĀÿد.

ÿورت þÿ Xi:n

fi:n(x) =
g

B(i, n− i+ g)(F (x))i−g(F̄ (x))n−if(x),

آÿاره ÿÿاýچ þÿاÿ ÿĀدĀچ ÿرم .þÿا Āÿا þÿاÿ B(a, b) =
∫ g

٠ xa−g(g − x)b−gdx; a, b > ٠ آن در þĀ ÿ ÿÿود þĀرĀÿ
ÿورت þÿ (h) þĀÿرا در x = Q(u) جاýĀذاری ÿا ام i ÿĀāÿرÿ

(÷) fi:n(u) =
g

B(i, n− i+ g)ui−g(g − u)n−i g
q(u)

=
gi(u)

q(u)
,

.þÿا n− i+ g و i پاراĀÿرÿای ÿا Āÿا þĀوزÿ ÿÿاýچ þÿاÿ gi(u) = g
B(i,n−i+g)ui−g(g − u)n−i þĀ ÿ ÿÿود þÿحا

ÿورت þÿ iام ÿĀāÿرÿ آÿاره ÿرای چĀدک þÿاÿ ĀĀÿای ÿر Āÿر þĀگذش ÿروپĀÿآ .g .h قضāه

η̄Xi:n(u) = −
β(i, n− i+ g)
βu(i, n− i+ g)

∫ u

٠
(log gi(p))gi(p)dp+

β(i, n− i+ g)
βu(i, n− i+ g)

∫ u

٠
(log q(p))gi(p)dp

(ø)

+ log
βu(i, n− i+ g)
β(i, n− i+ g) ,

þÿاÿ βu(i, n − i + g) = ∫ u

٠ pi−g(g − p)n−idp و Fi:n(u) ÿĀدĀچ ÿرم βu(i,n−i+g)
β(i,n−i+g) آن در þĀ ÿÿ شود þĀحاسÿ

.þاس þÿاÿ Āÿای
از þÿا Āÿارت iام ÿĀāÿرÿ آÿاره  Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ اثĀات.

(g) η̄(Xi:n, t) = −

∫ t

٠

(

log
fi:n(x)

Fi:n(t)

)

fi:n(x)

Fi:n(t)
dx.

اĀĀÿاده و (g) þĀÿرا در t = Q(u) و x = Q(p) جاýĀذاری ÿا حال .Fi:n(t) =
βF (t)(i,n−i+g)
β(i,n−i+g) þĀ داد Āÿان ÿ ÿÿوان

□ ÿ ÿÿود. þÿحا ĀĀÿوب þجāĀÿ (÷) و (ö) þÿروا از
Āارÿردÿای اĀĀÿاد þāĀÿاÿ þāĀچĀÿ و ÿرازش ÿĀوāāÿ آزÿون ÿای احĀĀال، ÿوزÿ þĀای ÿازی þĀخĀÿ در þÿرÿ آÿاره ÿای
در iام ÿĀāÿرÿ آÿاره āü ÿÿرÿد. ÿرار اĀĀÿاده ÿورد آÿاری ÿدل Āÿدی ÿرای þÿرÿ آÿاره ÿای اĀĀÿاد، þāĀÿاÿ þĀرĀÿ در دارÿد. زĀادی

ÿÿ دÿد. Āÿان را n از (n− i+ g) þĀĀāÿ ÿĀ Āÿر ÿول ،n þحج þÿ Āÿوþÿ ای
از ĀÿارĀÿد þāÿرÿ þÿ nام ÿĀāÿرÿ آÿاره و اول ÿĀāÿرÿ آÿاره ÿا ĀĀÿاظر ÿĀدĀچ Āÿر þĀگذش ÿروپĀÿآ .h .h نتāجه

η̄Xg:n(u) = − log n+
n− g
n

+ log(g − (g − u)n) + (n− g) (g − u)n

g − (g − u)n
log(g − u)

+
n

g − (g − u)n

∫ u

٠
(log q(p))(g − p)n−gdp,

و
η̄Xn:n(u) = − log n+

n− g
n

+ log u+
n

un

∫ u

٠
(log q(p))pn−gdp,

þĀĀسÿ ÿؤÿ þĀÿای ÿا ÿوازی و سری سāسÿ þĀای ÿرای چĀدک þÿاÿ ÿر ÿĀĀĀÿ Āÿر þĀگذش ÿروپĀÿآ η̄Xn:n(u) و η̄Xg:n(u) þĀ
ÿÿ دÿد. ÿشان را þĀوزÿ þÿ و

7Nair
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ÿÿاÿز زÿره
چĀدک ÿÿاýچ þÿاÿ دارای X āĀĀد ÿرض .i .h ÿثال

(h) q(u) = Kuα(g − u)−(A+α),

ÿا þÿا ÿراÿر اول ÿĀāÿرÿ آÿاره ÿĀدĀچ Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ ĀĀĀÿد. Āÿدار ÿĀāĀح þÿاÿ ĀÿادĀر A و α ،K þĀ ÿاÿد
η̄Xg:n(u) = − log n+ logK + (n− g +A+ α)

(g − u)n

g − (g − u)n
log(g − u) + log(g − (g − u)n)

+
A+ α+ n− g

n
+

nα

g − (g − u)n

∫ u

٠
(log p)(g − p)n−gdp.

پارÿو ،(α = ٠, A = g) ÿĀاĀÿ ÿاĀÿد þĀÿ þĀوزÿ þĀدĀچ (h) ÿوزÿ þĀای خاÿواده þĀ þÿا ذĀر þÿ لازم .ö .h ÿلاحظه
ÿ ÿÿود. þÿاÿ را (α = λ− g, A = h) ÿāĀĀجÿ ûÿ و (α = ٠, A > g) Āÿا þāāÿا ری þĀوزÿ ،(α = ٠, A < g)
آن ÿا ÿرای ÿروپĀÿآ þĀÿحاÿ þجāĀÿ در و ÿدارد þĀĀÿ ای ÿرم آن ÿا (ÿÿاýچ þÿاÿ Āا (و þĀوزÿ þÿاÿ þĀ دارد وجود ÿĀاÿ þĀوزÿ
Āرد. þĀÿحاÿ ÿوزÿ þĀا þĀا در را ÿĀدĀچ ÿروپĀÿآ ÿ ÿÿوان þجāĀÿ در و دارد þĀĀÿ ای ÿورت چĀدک þÿاÿ اÿا .þĀāÿ اāÿان پذĀر

ÿ ÿÿاÿد. ÿوضوع þĀا Āÿداق Āÿد Āÿال
ÿورت þĀا در ÿدارد. þĀĀÿ ای ÿرم þĀوزÿ þÿاÿ þĀ ÿاÿد Q(u) = hu− uh چĀدک þÿاÿ دارای X āĀĀد ÿرض .÷ .h ÿثال

η̄Xg:n(u) = − log n+ log h + g −
h
n
+ log(g − (g − u)n) + (n− h) (g − u)n

g − (g − u)n
log(g − u).

þĀÿرا þوسÿ Āÿرد ĀÿحĀر ÿور þÿ را چĀدک ÿÿچگا þÿاÿ ،þÿرÿ آÿاره ÿای Āÿر þĀگذش ÿروپĀÿآ ÿĀدĀچ ÿرم .ø .h نتāجه

(i) q(u) =
ui−g(g − u)n−i

βu(i, n− i+ g) exp
{

η̄Xi:n(u)− g −
η̄
′

Xi:n
(u)βu(i, n− i+ g)
ui−g(g − u)n−i

}

.

ĀĀد. ÿÿ þāāĀÿ
در ÿاÿد، Q(u) = α

[

(g − u)−
g
c − g

]

, α, c > ٠ چĀدک þÿاÿ ÿا II پارÿو þĀوزÿ دارای X āĀĀد ÿرض .g .h ÿثال
ÿورت þĀا

η̄Xg:n(u) = − log n+ log(
α

c
) + (g +

g
nc

) + log(g − (g − u)n) + (n+
g
c
)

(g − u)n

g − (g − u)n
log(g − u).

(g٠)

ÿ ÿÿود þجāĀÿ (i) þĀÿرا þĀÿ .þÿا ÿرÿرار (g٠) þĀÿرا āĀĀد ÿرض

q(u) = exp

{

η̄Xg:n(u)− g + log
(g − u)n−g
β(g, n) −

η̄
′

Xg:n(u)βu(g, n)
(g − u)n−g − log

βu(g, n)
β(g, n)

}

,

ÿاÿد. ÿÿ II پارÿو چĀدک ÿÿاýچ þÿاÿ þĀ q(u) = α
c
(g − u)−

c+g
c þĀدار Āردن ÿاده و جاýĀذاری ÿا حال

þخĀÿ ĀāĀا ÿور þÿ را ÿÿادĀÿ Āÿغāر þĀوزÿ ،þÿرÿ آÿاره ÿای ÿĀدĀچ Āÿر ÿاĀāÿاÿده ÿروپĀÿآ دÿد ÿÿ Āÿان زĀر þāضÿ
ĀĀ ÿÿد.

QX چĀدک þÿواÿ ،G و F þĀوسāپ ĀĀĀÿا þĀوزÿ þÿواÿ ÿا þāÿرÿ þÿ ÿĀĀÿاÿ ÿÿادĀÿ Āÿغāر دو Y و X āĀĀد ÿرض .h .h قضāه
اگر ĀĀÿا و اگر ،F (x) = G(x), ∀x ∈ χ ÿورت þĀا در ÿاشĀد. χ ÿشĀرک þāāÿ گاه و QY و
η̄Xi:n(u) = η̄Yi:n(u), ∀ i = g, h, · · · , n, ∀ ٠ < u < g.(gg)

ö



چĀدک þÿاÿ ÿر ÿĀĀĀÿ n از n− i+ g ÿ þĀĀāÿای در Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ
ÿر ÿرای qX(u) = qY (u) و QX(u) = QY (u) þĀراÿاĀÿ ،F (x) = G(x), ∀x ∈ χ āĀĀد ÿرض اثĀات.
þÿاÿ ĀĀÿوب þجāĀÿ (ø) þĀÿرا þĀÿ و ∫ u

٠ log qX(p)gi(p)dp =
∫ u

٠ log qY (p)gi(p)dp þجāĀÿ در .u ∈ (٠, g)
جاýĀذاری ÿا .٠ < u < g ÿر و i = g, h, · · · , n ÿر ازای þÿ η̄Xi:n(u) = η̄Yi:n(u) āĀĀد ÿرض þāÿرÿ ÿ ÿÿود.

þĀ ÿ ÿÿود þجāĀÿ جĀلات Āردن ÿاده و ÿالا þĀÿرا در (g)
∫ u

٠
log qX(p)gi(p)dp =

∫ u

٠
log qY (p)gi(p)dp.

þĀراÿاĀÿ ÿ ÿÿود. þÿاÿ log qX(u)gi(u) = log qY (u)gi(u) ÿراÿری ÿالا þĀÿرا از u þÿ þĀĀÿ āýĀĀĀÿری ÿا حال
□ ÿ ÿÿود. þÿاĀ اĀÿات و x ∈ χ ÿر ÿرای F (x) = G(x) þجāĀÿ در و qX(u) = qY (u)

þÿ þÿرÿ آÿاره ÿای ÿĀدĀچ ÿاÿون ÿروپĀÿآ اÿاس ÿر ÿ ÿÿواÿد þÿرÿ آÿاره ÿای Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ ÿĀدĀچ ÿرم .i .h ÿلاحظه
ÿود āÿان زĀر ÿورت

η̄Xi:n(u) =
β(i, n− i+ g)
βu(i, n− i+ g)ηXi:n +

∫ g
u

[log(
gi(p)

q(p)
)]
pi−g(g − p)n−i

βu(i, n− i+ g)dp+ log
βu(i, n− i+ g)
β(i, n− i+ g) ,

[i] ÿĀāÿراÿا در ηgi Āÿدار و ÿ ÿÿاÿد iام ÿĀāÿرÿ آÿاره ÿĀدĀچ ÿاÿون ÿروپĀÿآ ηXi:n = ηgi +Egi(log q(U)) آن در þĀ
ÿورت þÿ

ηgi = logB(i, n− i+ g)− (i− g)[Ψ(i)−Ψ(n+ g)]− (n− i)[Ψ(n− i+ g)−Ψ(n+ g)], (gh)
.þÿا داýĀاÿا þÿاÿ Āÿان ،Ψ(z) = d

dz
(log Γ(z)) þÿاÿ þĀ ÿده þĀرĀÿ

ÿرار اĀĀÿاده ÿورد داده ÿا þāĀحÿ و اĀĀÿاد þāĀÿاÿ ،ÿāÿپز ÿاĀÿد رÿ þĀÿا از āĀÿاری در ĀĀüرده ای ÿور þÿ ÿÿوز ÿوزÿ þĀای
þÿ ÿاÿد ÿĀĀÿاÿ ÿĀÿاÿ w(x) اüر ÿاÿد. f ÿÿاýچ þÿاÿ و F þĀوزÿ þÿاÿ ÿا ÿÿادĀÿ Āÿغāر ÿĀ X āĀĀد ÿرض āü ÿÿرد.
þĀÿرا þÿوÿ آن ÿÿاýچ þÿاÿ þĀ þÿا X ÿÿادĀÿ Āÿغāر ÿا ĀĀÿاÿر ÿÿوز Āÿغāر Xw آن üاه ،٠ < E[w(X)] < ∞ þĀ وریÿ

ÿورت þÿ fw ÿا ĀĀÿاÿر ÿÿاýچ چĀدک þÿاÿ ÿ ÿÿود. þĀÿحاÿ fw(x) = w(x)f(x)
E[w(X)]

fw(Q(u)) = w(Q(u))f(Q(u))/µ,

þÿوÿ چĀدک ÿÿاýچ þÿاÿ þĀراÿاĀÿ .µ =
∫ g

٠ w(Q(p))f(Q(p))d(Q(p)) =
∫ g

٠ w(p)dp آن در þĀ ÿ ÿÿود þÿحا
ÿ ÿÿود. þĀÿحاÿ g

qw(u) =
w(Q(u))
µq(u) þĀÿرا

از þاس Āÿارت Xw ÿĀāÿرÿ آÿاره þāÿاi ÿĀدĀچ Āÿر þĀگذش ÿروپĀÿآ .g٠ .h قضāه
η̄Xw

i:n
(u) = η̄Xi:n(u) + log µ−

∫ u

٠ (logw(Q(p)))pi−g(g − p)n−idp
∫ u

٠ pi−g(g − p)n−idp
.(gi)

Āÿر طول رده های .i
رده Āÿدی ÿ ÿÿاÿد. āĀÿد þÿواÿ āĀÿاری در þāĀĀح ÿدم اÿدازه ÿای اÿاس ÿر احĀĀال ÿدل ÿای از þĀĀخÿ Āلاس ÿای þāāĀÿ
Āلاس دو þÿادا در ĀĀ ÿÿد. þÿراÿ را اĀĀÿاد þāĀÿاÿ þÿاÿ ÿرای Āران þĀÿحاÿ و þĀĀāÿ ÿĀاÿاĀÿ اāÿان Āÿر ÿول ÿوزÿ þĀای

ÿ ÿÿود. þĀرĀÿ η̄Xi:n(u) اÿاس ÿر ÿاپاراĀÿری
آÿاره ÿای از ((DPQEO) IPQEO) (ÿÿزوÿ) Āÿودی ÿĀدĀچ Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ دارای X ÿÿادĀÿ Āÿغāر .g .i تĀرĀف

ÿاÿد. u ≥ ٠ þÿ þĀĀÿ (ÿÿزوÿ) Āÿودی ÿĀÿاÿ η̄Xi:n(u) اüر þÿا þÿرÿ
ÿورت þĀا در ÿاÿد، Q(u) = αu

g
β چĀدک þÿاÿ ÿا ÿÿواÿ þÿاÿ þĀوزÿ دارای X ÿÿادĀÿ Āÿغāر āĀĀد ÿرض .h .i ÿثال

،X þĀراÿاĀÿ .η̄′

Xn:n
(u) = g

βu
> ٠ þجāĀÿ در و η̄Xn:n(u) = − log n + log(α

β
) + g + g

β
log u − g

nβ.þÿا IPQEO

þÿ þĀĀĀÿ خاÿواده ÿای در چĀدک þÿاÿ اÿاس ÿر þÿرÿ آÿاره ÿای Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ ÿرای (þāĀپا) ÿالا Āران ÿĀ þÿادا در
ÿ ÿÿود. þارائ (DPQEO) IPQEO رده

÷



ÿÿاÿز زÿره
ÿورت þĀا در ÿاÿد، (DPQEO) IPQEO رده þÿ þĀĀĀÿ X ÿÿادĀÿ Āÿغāر اüر .i .i ÿلاحظه

η̄Xi:n(u) ≤ (≥)g + log
q(u)βu(i, n− i+ g)

ui−g(g − u)n−i
.

(ĀĀÿر) ÿحدب و Āÿودی ،ÿĀĀÿاÿ þÿاÿ ÿĀ φ(.) و ÿاشد (DPQEO) IPQEO Āلاس þÿ þĀĀĀÿ X اگر .ö .i قضāه
.þاس þĀĀĀÿ (DPQEO) IPQEO Āلاس þÿ āÿز Y = φ(X) گاه آن ÿاشد،

Āÿان g(y) ÿا را Y ÿÿاýچ þÿاÿ اüر ÿاÿد. (ĀĀÿر) ÿحدب و Āÿودی ،ÿĀĀÿاÿ þÿاÿ ÿĀ Y = φ(X) āĀĀد ÿرض اثĀات.
ÿورت þĀا در ،þāÿد

g(y) =
f(φ−g(y))
φ′(φ−g(y)) =

g
φ′(QX(u))qX(u)

,

þĀدار (ø) þĀÿرا در qY (y) چĀدک ÿÿاýچ þÿاÿ جاýĀذاری ÿا حال .qY (u) = qX(u)φ
′

(QX(u)) þجāĀÿ در و
η̄Yi:n(u) = −

β(i, n− i+ g)
βu(i, n− i+ g)

∫ u

٠
(log gi(p))gi(p)dp+

β(i, n− i+ g)
βu(i, n− i+ g)

∫ u

٠
(log qX(p))gi(p)dp

+
β(i, n− i+ g)
βu(i, n− i+ g)

∫ u

٠
(log φ

′

(QX(p)))gi(p)dp+ log
βu(i, n− i+ g)
β(i, n− i+ g)

= η̄Xi:n(u) +

∫ u

٠ (log φ
′

(QX(p)))pi−g(g − p)n−idp

βu(i, n− i+ g) .

þĀ ÿ ÿÿود þجāĀÿ ÿالا þĀÿرا از āýĀĀĀÿری ÿا حال
η̄
′

Yi:n
(u) = η̄

′

Xi:n
(u) +

ui−g(g − u)n−i
∫ u

٠ [log φ
′

(QX(u))− log φ
′

(QX(p))]pi−g(g − p)n−idp

(
∫ u

٠ pi−g(g − p)n−idp)h .

Āÿر در ÿا ÿÿرÿ از .þÿا (DPQEO) IPQEO Āÿر ÿول رده þÿ þĀĀĀÿ X زĀرا ،η̄′

Xi:n
(u) > (<)٠ þĀ þāÿدا ÿÿ

þĀدار p ∈ (٠, u) ÿر ازای þÿ þجāĀÿ در و þÿا (ÿÿزوÿ) Āÿودی ÿĀÿاÿ φ′ þĀ ÿ ÿÿود þجāĀÿ φ(.) þÿاÿ (ĀĀÿر) ÿحدب þĀÿدا
[log φ

′

(QX(u))− log φ
′

(QX(p))] ≥ (≤)٠.
□ دارد. þĀĀÿ (DPQEO) IPQEO رده þÿ āÿز Y ÿذا و η̄′

Yi:n
(u) > ٠ þĀراÿاĀÿ

ازای þÿ و ÿاÿد QX(u) = − g
λ
log(g − u) چĀدک þÿاÿ ÿا ÿĀاĀÿ þĀوزÿ دارای X ÿÿادĀÿ Āÿغāر āĀĀد ÿرض .÷ .i ÿثال

QY (u) = λ−
g
α (− log(g−u))

g
α چĀدک þÿاÿ ÿا þĀĀوا þĀوزÿ دارای Y ÿورت þĀا در .Y = X

g
α دāÿد ÿرار α > ٠

ÿĀÿاÿ α > ٠ و x > ٠ ازای þÿ φ(x) = x
g
α ÿÿرÿ از .þÿا IPQEO Āلاس þÿ þĀĀĀÿ X þĀ داد Āÿان ÿوان ÿÿ .þÿا

āÿز þĀĀوا þĀوزÿ þجāĀÿ در و þÿا ÿرÿرار ö .i þāضÿ þĀراÿ þĀراÿاĀÿ .þÿا ٠ < α < g ازای þÿ ÿحدب و Āÿودی ،ÿĀĀÿاÿ
.þÿا þĀĀĀÿ IPQEO Āلاس þÿ ٠ < α < g ازای þÿ

ÿود. ÿÿ þĀپرداخ ÿÿوز ÿوزÿ  þĀای þحÿ IPQEO Āلاس þĀح ÿرای لازم þĀراÿ āÿان þÿ þÿادا در
ÿورت þĀا در ÿاشد. x از ÿÿزوÿ و ÿĀĀÿاÿ ÿĀÿاÿ w(x) و دارد þĀĀÿ IPQEO Āلاس þÿ X āĀĀد ÿرض .þÿا .ø .i قضāه

.þاس IPQEO āÿز Xw

āÿز Xw ÿورت þĀا در ÿاشد. x از Āÿودی و ÿĀĀÿاÿ ÿĀÿاÿ w(x) و دارد þĀĀÿ DPQEO Āلاس þÿ X āĀĀد ÿرض ب.
.þاس DPQEO

þĀدار u þÿ þĀĀÿ (gi) þĀÿرا از āýĀĀĀÿری ÿا .þÿا اثĀات.

η̄
′

Xw
i:n
(u) = η̄

′

Xi:n
(u) +

ui−g(g − u)n−i
∫ u

٠ [logw(Q(p))− logw(Q(u))]pi−g(g − p)n−idp

[
∫ u

٠ pi−g(g − p)n−idp]h .

(gö)

ø



چĀدک þÿاÿ ÿر ÿĀĀĀÿ n از n− i+ g ÿ þĀĀāÿای در Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ
þĀ داد Āÿان ÿ ÿÿوان ،w(x) þÿاÿ ÿودن ÿÿزوÿ و چĀدک þÿاÿ ÿودن ÿÿزوÿ غāر þĀÿدا درĀÿر ÿا
logw(Q(p)) > logw(Q(u)), ∀ ٠ < p < u,

η̄
′

Xw
i:n
(u) þĀراÿاĀÿ .þÿا IPQEO ،X زĀرا η̄′

Xi:n
(u) > ٠ ÿÿرÿ از .þÿا þĀĀÿ (gö) þĀÿرا در دوم þĀĀج þجāĀÿ در و

ÿ ÿÿود. þĀĀĀÿ IPQEO رده þÿ Xw و þĀĀÿ
□ ÿ ÿÿود. þÿاÿ þÿاĀÿ ÿور þÿ ب.
ĀĀÿاÿر ÿÿوز ÿÿادĀÿ Āÿغāر .w(x) = (F̄ (x))j−g, j > ٠ و ÿاÿد þĀĀĀÿ IPQEO رده þÿ X āĀĀد ÿرض .g .i ÿثال
þĀÿ þĀراÿاĀÿ .þÿا ÿÿزوÿ x þÿ þĀĀÿ w(x) þÿاÿ ،٠ < j < g ازای þÿ .þÿا þÿاĀĀÿ āĀÿوس خĀر ÿرخ ÿدل ،X ÿا

دارد. þĀĀÿ IPQEO رده þÿ āÿز Xw Āÿغāر ،þÿا þĀĀÿ ø .i þāضÿ
نتāجه گāری .ö

þāĀÿاÿ þāÿاĀÿ āÿان þÿ āÿز اخāرا āü ÿÿرد. ÿرار اĀĀÿاده ÿورد آÿاری ÿوزÿ þĀای ÿاخÿ þای از ÿāĀ Āÿوان þÿ چĀدک þÿاÿ
Āÿر þĀÿذü ÿروپĀÿآ ÿÿرĀÿ þÿ þÿاĀÿ þĀا در .þÿا ÿده ĀĀÿوف زĀادی þوجÿ چĀدک þÿاÿ þĀپا ÿر اÿلاع اÿدازه ÿای و اĀĀÿاد
ÿر Āÿر ÿول رده دو þāĀچĀÿ .þÿرü ÿرار ÿÿررÿ ÿورد آن از ÿĀاÿ ÿüژĀو و ÿد þĀپرداخ چĀدک þÿاÿ ÿر ÿĀĀĀÿ þÿرÿ آÿاره ÿای
ÿÿررÿ ÿورد ÿÿوز ĀÿدĀلات و (ĀĀÿر) ÿحدب و Āÿودی ،ÿĀĀÿاÿ ĀÿدĀلات þحÿ آن ÿا ÿودن þĀĀÿ و ÿÿرĀÿ اÿدازه þĀا اÿاس
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