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و جĀر ÿاخۀ در Āÿدی üروه ÿای ،ÿāāÿاĀĀد ÿ þĀĀāÿای ÿاخۀ در ĀاĀÿور ĀāĀāÿال ÿ þĀĀāÿای þāÿ اخāر دÿۀ ÿای در āāüده.
þĀا در .þÿاĀĀز و Āارÿردی جذاب، خود ÿوع در þĀ ÿده پدĀدار دوÿوþĀ ای راÿ þĀÿای ÿرāĀāĀات ÿاخۀ در ÿĀÿراÿ دĀاüرام ÿای

.þĀذارü þĀاĀÿ þÿ را آĀÿا þāÿ ارĀÿاط از ÿĀاĀÿ ،þāÿاĀÿ þĀا از Āدام ÿر ÿÿرĀÿ ÿا þĀدار Āÿر در þÿاĀÿ
.ÿĀÿراÿ دĀاüرام ÿای Āÿدی، üروه ÿای ĀاĀÿور، ĀāĀāÿال ÿāāÿاĀĀد ÿ þĀĀāÿای Āلāدی: واژه های

.37B05, 05C63, 06F15 :[h٠h٠] ÿÿوضوÿ طĀقه Āÿدی

ÿقدÿه .g
ĀĀÿولا þĀÿ ÿورد ÿضاÿای دارÿد. Āار و ÿر ÿضا ÿĀ ýÿاÿ þÿای ÿا ÿĀāÿو ÿور þÿ ÿāāÿاĀĀد ÿ þĀĀāÿای رĀاضāات، در
āĀÿوس پذĀر و þĀÿوāپ þĀ ÿضا ÿĀ ýÿاÿ þÿای þÿ را خود ÿا ÿوارد، ĀĀāÿر در ĀĀĀÿد. اÿدازه پذĀر Āا ÿÿدĀÿ ÿاخĀار ÿÿوÿ دارای
þāĀü ÿوÿد. āÿرار ÿ ÿÿواĀÿد āĀÿوس ÿان، و خودÿان þĀ þÿا þĀا ýÿاÿ þÿا þĀا ÿüژĀو þĀرĀĀÿ .þāĀĀ ÿÿ Āÿدود ÿاĀÿد،
Āلاس ÿĀ þÿ را خود ÿÿررÿ و þوجÿ þĀ þÿا Āÿداول ü ÿÿذارÿد. þĀاĀÿ þÿ را þĀĀخÿ پدĀده ÿای از ÿĀāÿو þāÿ ÿĀاÿ þĀĀāÿ

.þāĀĀ ĀĀÿوف خاص وĀژÿ ÿüای ÿا
ϕ : X → X þÿاýÿ اüر ÿĀĀĀ اþÿ؛ ĀāĀāÿال ĀĀÿولا ÿا þĀĀāÿ þĀ þĀا اول .þÿدا þāÿخوا خاص þĀدودĀÿ دو ÿا
ýüال X در ÿ ÿÿود، þĀرĀÿ O(x) = {ϕn(x)}n∈Z ÿورت þÿ þĀ x ÿدار ،x ∈ X ÿر ÿرای آýÿاه ،þĀرāýÿ Āÿر در را
ÿر þÿ ϕ þÿاýÿ āÿرار þĀÿ þĀĀÿ ÿر :þÿا ÿÿخا ÿüدāýāپ دارای þĀĀāÿ þĀ ÿÿ دÿد Āÿان þĀا Āÿودی، ÿورت þÿ .þÿا
þĀÿ þĀ ÿدارد وجود X از Āÿرده ÿرۀ ÿĀÿاÿ زĀرÿجĀوÿۀ ûāÿ þĀ þĀا ÿا þÿا Āÿادل þĀا ÿ ÿÿود. þĀĀĀÿ ÿضا ÿاز زĀرÿجĀوÿۀ
دýĀر، Āÿارت þÿ .þÿا þāĀÿرāغ ĀوĀāüر ÿ þĀĀÿای þÿ آĀÿا ÿجزĀۀ ÿا ÿضاÿا þĀا ÿāÿاĀĀد ĀÿاĀÿۀ ÿود. þĀÿاýÿ خودش þÿ ϕ

ÿ ÿĀÿاÿد. þāĀĀÿ þÿاÿ þĀĀāÿ
ĀĀÿا þĀ ÿĀĀÿ þĀا þÿ ÿاÿد؛ ÿاĀĀĀÿد لاĀ ،X þÿاÿ ÿضای þĀ þÿا þĀا þāĀĀ ÿÿ اĀÿال þĀĀāÿ روی ÿا þĀ ÿĀĀدودĀÿ þāÿدو
ÿداری þÿ ارز ýĀÿون ÿāāÿاĀĀد ÿ þĀĀāÿای þāÿاĀÿ از ÿرخÿ ĀĀĀÿد. þĀĀÿ ای ÿا ÿÿ ÿضا، þĀا ĀĀĀÿد و ÿĀÿاÿ ÿجĀوÿ þÿای زĀر
ĀĀÿۀ ÿدون و ÿاĀĀĀÿد لاĀ Āÿرده، þĀ ĀاĀÿور ÿجĀوÿ þÿای .þĀāÿ Āارآÿد و þÿجا ÿĀāخ ĀĀĀÿد، ÿĀوژÿوپوÿ ÿضاÿای Āāÿۀ در
āÿاĀĀد Āÿر þÿ ÿĀāĀÿرāغ ÿĀĀ þÿا þāĀÿ ÿجĀوÿ þÿا þĀا ÿÿ آĀĀد. Āÿاب þÿ ÿضاÿا þĀا ÿرای ÿĀÿاĀÿ þĀزýĀجا ĀĀĀÿد، ĀĀÿا

.[ö] þÿا ĀاĀÿور ÿضای ÿĀ þĀÿوāپ ĀÿوĀر Āÿرده ، ÿĀرĀÿ ÿضای ÿر ĀĀĀÿد. þÿجا ÿÿوĀÿ þāÿخا ÿĀ دارای اÿا
hmaleki@malayeru.ac.ir :þāĀĀا آدرس *ÿخĀران.

g



ĀāĀÿرادی þĀدرو اĀÿام ،ÿāĀÿ þĀÿ
ÿÿوĀÿ þāÿخا ÿĀ دارای ĀĀĀÿد، جذاب و خاص خود، خودی þÿ þĀ ÿÿاÿ در ĀاĀÿور، ÿضاÿای روی ĀāĀāÿال ÿ þĀĀāÿای
ĀĀ ÿÿد āÿان þĀ þÿا gگرĀرĀ-þĀجو قضāۀ ÿضاÿا þĀا درÿارۀ þĀÿ āĀÿجۀ ÿĀ ÿ ÿÿاĀÿد. āÿز دýĀر ÿ þĀĀāÿای þāÿ در ÿÿاĀج و
.[ö] Āرد ÿدل ÿازی ĀاĀÿور ÿجĀوÿۀ ÿĀ روی ĀāĀāÿال þĀĀāÿ ÿĀ ÿا ÿ ÿÿوان را ÿاÿد، ÿ þāĀĀÿاپذĀر þĀ اÿدازه پذĀری þĀĀāÿ ÿر
ÿرخوردار ÿĀĀÿ جاýĀاه از þĀĀĀü ÿāāÿاĀĀد ÿ þĀĀāÿای ĀÿرĀۀ در ĀاĀÿور ÿضاÿای روی ĀāĀāÿال ÿ þĀĀāÿای ĀÿاĀÿۀ þĀراÿاĀÿ
ÿ þĀÿر .þÿا ÿÿاāĀāĀرÿ زĀادی ÿد ÿا þĀ ĀĀĀÿد ÿاخĀاری دارای آن ÿا þĀ þÿا þĀا ÿضاÿا þĀا دýĀر þĀÿ þāÿخا ÿĀ .þÿا
Āا þĀادĀÿ ÿاخĀارÿای دýĀر و زĀراĀĀÿال ÿا جاĀÿاÿ ÿÿا، از ÿ ÿÿوان ÿĀāĀÿ ÿور þÿ را ÿāāÿاĀĀد ÿ þĀĀāÿای ÿوع þĀا ،þĀÿ از
þĀÿدا āýĀĀüری þÿرĀāپ þĀÿذü دÿۀ þÿ ÿÿ ĀاĀÿور ÿجĀوÿ þÿای روی ĀāĀāÿال ÿ þĀĀāÿای þĀÿاĀÿ آورد. þÿد þÿ ÿÿاāĀāĀرÿ

.[h] þÿا ÿوده hÿāÿور ÿÿوÿاÿآ Āارÿای ÿروع، þĀĀÿ .þÿا
وجود i«دیĀÿ «üروه ÿای ÿام þÿ üروه ÿا از ÿÿخا ÿوع و ĀاĀÿور ĀāĀāÿال ÿ þĀĀāÿای þāÿ ÿوĀۀ دو ÿÿاĀÿار دýĀر، ÿوی از
gigø ÿال در öوتāÿا þÿوÿ þĀ Āÿدی üروه ÿای ÿ ÿÿوÿد. þĀرĀÿ þÿرÿ ÿĀÿآ üروه ÿای ĀĀÿوم اÿاس ÿر Āÿدی üروه ÿای دارد.
þĀا ارĀÿاط þÿ Āÿدی üروه ÿای ĀĀÿوم در «Āÿد» þĀĀĀ .[ö] ÿ ÿÿوÿد þĀÿرü Āار þÿ AF-جĀرÿا Āÿدی Āلاس ÿرای ÿدÿد ÿÿرĀÿ
جĀرÿای þāĀĀĀÿ ÿدÿای جĀرÿا، ∗Cـ از ÿÿلاĀ Āÿوان þÿ خودÿان جĀرÿا þĀا دارد. اÿاره جĀرÿا از ÿرخÿ اĀÿاد ÿا üروه ÿا
از ÿÿخا ÿوع از جĀرÿا þĀا .[i] ÿدÿد ÿÿرĀÿ gigh ÿال در ÷ÿĀÿراÿ þÿوÿ ÿار، þāÿاو ÿرای þĀ ĀĀĀÿد ÿÿاĀĀÿ Āÿد ÿا
þÿوÿ ÿāāÿاĀĀد ÿ þĀĀāÿای þĀرĀÿ و Āÿدی üروه ÿای þāÿ ارĀÿاط ü ÿÿوĀĀد. «ÿĀÿراÿ «دĀاüرام آĀÿا þÿ þĀ ÿ ÿÿوÿد þĀاخÿ üراف ÿا
āĀÿرÿای þĀÿ روی ÿا þÿرü Āار þÿ ÿĀÿراÿ دĀاüرام āĀÿرÿای روی þāÿرÿ ÿĀ او .[h] ÿد ÿرÿرار gihh ÿال در øÿāÿور
ÿĀ روی ĀāĀāÿال ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ÿر þĀ ÿد داده Āÿان þپÿ ĀĀد. þĀرĀÿ ÿĀوژÿوپوÿ ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ÿĀ دĀاüرام ÿÿاĀĀÿ
.[ö] ÿد داده þĀĀÿ Āÿدی üروه ÿĀ ĀāĀāÿال ĀاĀÿور þĀĀāÿ ÿر þÿ þجāĀÿ در و þÿا þخĀرāĀ ÿĀĀĀāÿ þāĀü ÿا ĀاĀÿور ÿضای
دýĀر، ÿوی از .[h] þÿا þĀÿرÿ ĀاĀÿور ĀāĀāÿال ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ÿĀ ÿداری ÿاخĀار ÿا üروه، þĀا þĀ داد Āÿان Āÿدی Āارÿای
وجود ÿĀĀÿ و ûĀÿاýĀÿ ارĀÿاط āÿز ĀاĀÿور ĀāĀāÿال ÿ þĀĀāÿای و ĀĀĀÿد üراف ÿا از خاص ÿÿوÿ þĀ ÿĀÿراÿ دĀاüرام ÿای þāÿ

ĀĀ ÿÿد. ÿ þāĀÿر و دÿ þāÿر را þāÿاĀÿ þĀا از ÿĀ ÿر ĀÿاĀÿۀ þĀ دارد
تĀارĀف .h

Āاÿتور. ĀāĀāÿال سāستþ های .g . h
ÿاÿد. ÿĀوژÿوپوÿ ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ÿĀ ،þÿا þĀÿوāپ þÿاýÿ ÿĀ T : X −→ X þĀ (X,T ) āĀĀد ÿرض .g . h تĀرĀف
ÿرüاه üوĀĀد ĀāĀāÿال را (X,T ) ÿĀوژÿوپوÿ ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ÿاÿد. TY ⊆ Y ÿرüاه üوĀĀد پاĀدار را Y ⊆ X زĀرÿجĀوÿۀ

ÿاÿد. X پاĀدار و þĀĀÿ ،ÿĀÿاÿ زĀرÿجĀوÿۀ ĀĀÿا X
ýüال X در ÿضو ÿر þĀĀÿ ÿدار اüر ĀĀÿا و اüر þÿا ĀāĀāÿال (X,T ) ÿĀوژÿوپوÿ ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ داد Āÿان ÿ ÿÿوان
þāĀĀ ÿÿ ÿرض .[ö] þÿا ĀاĀÿور ÿجĀوÿۀ ÿĀ پāوĀÿۀ ĀÿوĀر Āÿرده ای ÿĀرĀÿ ÿضای ÿر دĀد ÿ ÿÿوان ÿلاوه þÿ .[h] ÿاÿد
ÿاĀÿد پوÿا و þĀÿوāپ þÿاýÿ ÿĀ ÿوق، ÿضāۀ ÿر Āÿا .þÿا X Āÿردۀ ÿĀرĀÿ ÿضای روی ĀāĀāÿال þĀĀāÿ ÿĀ (X,T )

:þāÿد ÿÿ ÿرار ÿال .þÿا ĀاĀÿور ÿجĀوÿۀ ÿĀ C þĀ ÿوری þÿ دارد وجود F : C → X

K = {(xn)n∈Z | xn ∈ C,F (xn+g) = T (F (xn))}

Āÿر در yn = xn+g آن در þĀ σ(x) = y ضاĀÿۀ ÿا را σ : K → K اĀĀÿال þÿاýÿ و K ÿجĀوÿۀ .K ⊆ CZ þĀ
ĀĀÿر Āÿارت þÿ .ψ ◦ σ = T ◦ ψ þĀ ÿĀĀÿ þÿ دارد وجود (K,σ) از (Z, σ) ĀāĀāÿال زĀرÿضای ÿورت þĀا در .þĀرāü ÿÿ
þĀا Āÿاÿر دارد. وجود ĀاĀÿور ÿضای ÿĀ روی ĀāĀāÿال ÿاĀĀور ÿĀ Āÿرده ÿĀرĀÿ ÿضای ÿĀ روی ĀāĀāÿال þĀĀāÿ ÿر ÿرای

.[h] þÿا ĀاĀÿور ÿضای ÿĀ þجāĀÿ در و þĀĀÿ Z ⊆ K ⊆ CZ

1Jewett-Krieger
2Anatoly Vershik
3Dimension Groups
4Elliott
5Bratelli
6 Vershik
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ÿāāÿاĀĀد ÿ þĀĀāÿای þāÿ زĀĀا ÿĀĀĀÿ
þÿرÿ ÿرداری ÿضاÿای و þÿرÿ üروه ÿای ،þÿرÿ āÿدان ÿای وĀژه þÿ þÿرÿ جĀری ÿاخĀارÿای .þرتÿ گروه های .h . h
در دýĀر ÿاخÿ þای در Āارÿرد خاÿر þÿ þÿ و ÿÿذا جذاÿ þāÿای خاÿر þÿ þÿ þĀ ĀĀĀÿد ÿāāÿلاĀ و ÿده þĀاخĀÿ زÿ þĀāÿای
þÿ giö٠ ÿال در راĀز þÿوÿ ÿĀÿاÿ آÿاāÿز ĀÿاĀÿات ÿأāÿر þĀÿ داĀÿان، ÿروع üرþĀÿ اÿد. ÿرار þوجÿ ÿورد āĀÿار رĀاضāات
þĀÿرü ÿرار اĀĀÿاده ÿورد آÿجا در þĀ ÿĀاÿ ÿāĀāÿ Āÿان از ÿرخÿ ÿĀĀ þÿ آن از þپ اÿجاāÿد. þÿرÿ ÿرداری ÿضاÿای ÿÿرĀÿ

.[i] ÿدÿد ÿÿرĀÿ þÿرÿ üروه ÿای ÿود،
ÿاÿد؛ ÿازüار ⩽ راĀÿۀ ÿا + þĀÿ ÿرüاه üوĀĀد þÿرÿ üروه را ⩽ ÿجزئ þāÿرÿ راĀÿۀ ÿا Āÿراه (G,+) ÿĀÿآ üروه .h . h تĀرĀف
G þĀĀÿ ÿخروط ،G þÿرÿ üروه در .g + k ⩽ h+ k :þāÿاÿ þĀÿدا g ⩽ h þĀ g, h, k ∈ G ÿر ÿرای þĀ ÿĀĀÿ þĀا þÿ

ÿ ÿÿود. þĀرĀÿ G+ = {g ∈ G | g ⩾ ٠} ÿجĀوÿۀ
þĀج þĀÿ ÿا را ÿاĀÿاوی ÿا ،þÿرÿ üروه ÿĀ در .y − x ⩾ ٠ اüر ĀĀÿا و اüر x ⩽ y þĀü ÿ ÿÿوان ،þÿرÿ üروه ÿĀ در
xi ⩽ yi ،i ÿر ازای þÿ þĀ üوþÿ ای þÿ xg, yg, xh, xh, . . . , xn, yn ∈ G اüر ĀĀÿر Āÿارت þÿ Āرد. þĀج āĀدýĀر ÿا ÿ ÿÿوان
.nx ⩽ ny þĀدار n þĀĀÿ þāĀÿ ÿدد ÿر ÿرای آýÿاه x ⩽ y اüر þĀ þÿرü þجāĀÿ ÿ ÿÿوان ÿلاوه، þÿ .Σxi ⩽ Σyi آýÿاه
وجود z ∈ G ÿĀ ،x, y ∈ G ÿر ÿرای ÿرüاه üوĀĀد جþĀ دار را G þÿرÿ üروه ÿĀ .−x ⩾ −y آýÿاه x ⩽ y اüر þāĀýĀÿ
ĀĀÿرک ÿالای Āران ÿĀ آن، Āÿاÿر از þĀج ÿر اüر þÿا جþĀ دار G دýĀر، Āÿارت þÿ .x, y ⩽ z þĀ ÿĀĀÿ þÿ ÿاÿد þĀÿدا
ÿĀĀĀ ÿاÿد، ÿده ÿوāÿد þĀĀĀÿ ÿخروط þÿوÿ اüر ĀĀÿا و اüر þÿا جþĀ دار G  þÿرÿ üروه داد Āÿان ÿ ÿÿوان ÿاĀÿد. þĀÿدا
xg, xh ∈ J اüر þĀ ÿĀĀÿ þÿ þÿا J ⊆ G جþĀ دار زĀرüروه G þÿرÿ üروه از þāÿرÿ اĀده آل ÿĀ .[i] G = G+−G+

þÿ þĀ ÿوری þÿ ،þÿا u þĀĀÿ ĀĀÿر ÿĀ ،G  þÿرÿ üروه از þāÿرÿ واÿد ÿĀ .y ∈ J آýÿاه xg ⩽ y ⩽ xh و y ∈ G و
ÿاده را G = (G,G+)  þÿرÿ üروه .nu ⩾ g þĀ ÿĀĀÿ þÿ ÿاÿد þĀÿدا وجود n > ٠ þāĀÿ ÿدد ÿĀ ،g ∈ G+ ÿر ازای
و اüر þÿا ÿاده (G,G+) جþĀ دار þÿرÿ üروه داد Āÿان ÿ ÿÿوان Āÿاÿد. ÿĀÿاÿ ÿرۀ þāÿرÿ اĀده آل ûāÿ دارای اüر üوĀĀد
ÿرüاه üوĀĀد Āÿره ÿدون را (G,G+) þÿرÿ üروه .[i] ÿاÿد þāÿرÿ واÿد ÿĀ G+ از Āÿر) (ÿا ÿÿاĀÿرāغ ĀĀÿر ÿر اüر ĀĀÿا
þÿرÿ üروه در .þÿا Āÿره دارای üروه ÿورت، þĀا غāر در .g ∈ G+ آýÿاه ng ∈ G+ اüر n > ٠ و g ∈ G ÿر ÿرای
þāÿخا در G þÿرÿ üروه .g ⩾ h آýÿاه ng ⩾ nh þāÿاÿ þĀÿدا n > ٠ و g, h ∈ G ÿرای اüر (G,G+) Āÿره ÿدون
،xh ⩽ yg, yh و xg ⩽ yg, yh þāÿاÿ þĀÿدا þĀ ÿوری þÿ xg, xh, yg, yh ∈ G ÿر ÿرای اüر ĀĀ ÿÿد ÿدق راĀز ÿÿاāÿدرو

.xg, xh ⩽ z ⩽ yg, yh þĀ ÿĀĀÿ þÿ ÿاÿد þĀÿدا وجود z ∈ G ÿĀ
ÿاÿد. ÿĀخĀرĀÿ ÿĀ in+g,n : Gn → Gn+g þÿاýÿ و ÿĀÿآ üروه ÿĀ Gn üروه ،n ⩾ ٠ ÿر ÿرای āĀĀد ÿرض

ÿجĀوÿ þÿای
∆ = {(gn)n⩾٠ | gn ∈ Gn, gn+g = in+g,n(gn), ∀n ⩾ m, ∀m ⩾ ٠}

و
∆٠ = {(gn)n⩾٠ ∈ ∆ | gn = ٠, ∀n ⩾ m, ∃m ⩾ ٠}

و G = ∆/∆٠ ÿĀĀĀÿ خارج üروه G āĀĀد ÿرض .∆٠ ⊂ ∆ و ĀĀĀÿد ∏
n⩾٠ Gn þāĀĀĀÿ ÿاĀÿضرب از ÿĀاÿ روهüرĀز

ÿا (Gn)n⩾٠ دĀÿاÿۀ از þāĀĀĀÿ ÿد را ÿ ÿÿود داده ĀÿGان = lim
→

Gn Āÿاد ÿا þĀG üروه ÿاÿد. ÿĀāĀÿ ĀÿوĀر π : ∆ → G

im,n = im,m−g ◦ im+g,m · · · ◦ in+g,n ýÿاÿ þÿای ÿĀĀ þÿاÿ در و in+g,n ýÿاÿ þÿای üوĀĀد. in+g,n ýÿاÿ þÿای
üروه ÿĀ ،n ⩾ ٠ ÿر ÿرای Gn = (Gn, G

+
n , gn) āĀĀد ÿرض ÿ ÿÿوÿد. ÿاāÿده اĀÿال دĀÿده ĀÿرĀخÿ ÿĀای ،n < m ÿرای

ÿد G āĀĀد ÿرض ÿال ÿاÿد. āĀدار þÿرÿ üروه ÿای از ÿĀخĀرĀÿ ÿĀ in+g,n : Gn → Gn+g و جþĀ دار āĀدار þÿرÿ
þĀ ،G+ = π(∆+) و (Gn)n⩾٠ دĀÿاÿۀ þāĀĀĀÿ

∆+ = {(gn)n⩾٠ | gn ∈ G+

n , ∀n ⩾ m, ∃m ⩾ ٠}
.gG = π(gGn

)n⩾٠ و
گروه ÿای از ÿĀخĀرĀÿ ÿĀ in : Gn → G ÿر جþĀ دار، āĀدار ÿرÿب گروه ÿĀ G = (G,G+, g) ÿĀاÿ þس [١] .i . h گزاره

.þاس G+ =
∪
in(G

+
n ) و āĀدار ÿرÿب

دĀÿاÿۀ þāĀĀĀÿ ÿد Āÿدی، üروه ÿĀ .۴ . h تĀرĀف
Zkg Mg

−−→ Zkh Mh
−−→ Zki . . .

i



ĀāĀÿرادی þĀدرو اĀÿام ،ÿāĀÿ þĀÿ
ÿده þĀرĀÿ ĀÿرĀخÿ ÿĀای ÿا Āÿراه ،(g, . . . , g) þāÿرÿ واÿد ÿا و ÿÿوĀĀÿ þāÿرÿ ÿا ÿده þÿرÿ ،ki ⩾ g ÿا Zki üروه ÿای از

.þÿا Mi ÿĀĀÿاÿ ÿاÿرÿ þĀای þÿوÿ
روی ÿĀوژÿوپوÿ ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ÿĀ (X,T ) āĀĀد ÿرض .ÿāāÿاĀĀد þستāس ÿĀ þرتÿ ĀوهĀولوژی گروه .i . h
ÿĀāĀÿ ýÿاÿ þÿای Āÿۀ از ÿÿروü را C(X,R) اĀĀĀورت در ÿاÿد. þĀÿوāپ þÿاýÿ ÿĀ T و Āÿرده ÿĀرĀÿ ÿضای ÿĀ
X اüر .þāĀĀ ÿÿ þĀرĀÿ X روی þĀÿوāپ þāĀÿ Āÿدار ýÿاÿ þÿای Āÿۀ از ÿÿروüرĀز را C(X,Z) و X روی þĀÿوāپ Āÿدار
ÿؤÿ þĀÿای ĀĀÿا þĀ آÿجا از و þÿا ĀĀĀÿد āÿز f(X) ⊆ Z ،f ∈ C(X,Z) ÿر ÿرای ÿاÿد، ĀĀĀÿد ÿĀوژÿوپوÿ ÿضای ÿĀ
þÿاÿ ýÿاÿ þÿای þÿاÿ ĀĀÿا C(X,Z) þجāĀÿ در و ÿ ÿÿود þÿاÿ þÿاýÿ āÿز f þĀراÿاĀÿ ĀĀĀÿد، þĀĀÿ ای ÿا ÿÿ Z ĀĀĀÿدی
ÿرای ÿود. خواÿد þوجÿ درخور و ĀĀÿاوت C(X,Z) ÿاخĀار ،þÿا ÿاĀĀĀÿد لاĀ و Āÿرده ÿضای ÿĀ X þĀ ÿÿاÿز اÿا .þÿا
∂T (f) = f ◦ T − f ضاĀÿۀ ÿا ∂T : C(X,R) → C(X,R) þÿاýÿ Āÿوان þÿ را f Ā þÿران ،f ∈ C(X,R) ÿر
g ∈ C(X,R) þÿاýÿ ÿĀ اüر üوĀĀد Ā þÿران þÿاýÿ را f ∈ C(X,R) þÿاýÿ اĀĀĀورت، در .þĀرāü ÿÿ Āÿر در
þĀ جا آن از ÿاÿد. ÿĀوژÿوپوÿ ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ÿĀ (X,T ) āĀĀد ÿرض .f = ∂T (g) þĀ ÿĀĀÿ þÿ ÿاÿد þĀÿدا وجود
üروه ÿا ،þĀراÿاĀÿ .þÿا زĀرüروه ÿĀ ∂TC(X,Z) ĀÿوĀر ،þÿا ÿÿروü ÿĀخĀرĀÿ ÿĀ ،C(X,Z) روی Ā þÿران þÿاýÿ
ÿا را C(X,Z+) ĀÿوĀر ،þپÿ .þāÿد ÿÿ þĀاĀÿ H(X,T,Z) Āÿاد ÿا را C(X,Z)⧸∂TC(X,Z) ÿĀĀĀÿ خارج

ÿĀاÿ þÿ ،þĀاĀÿ در .þāÿد ÿÿ Āÿان H+(X,T,Z+)

K٠(X,T ) = (H(X,T,Z), H+(X,T,Z+), gX),

þÿاÿ þÿاýÿ ÿĀ ĀÿوĀر ،gX آن در þĀ þāĀوü (X,T ) ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ þÿرÿ ĀوĀÿوÿوژی üروه آن þÿ و þāÿد ÿÿ þĀاĀÿ را
.þÿا H(X,T,Z) در X روی g Āÿدار ÿا

ÿĀ اÿا ،þÿا ÿÿاĀĀÿاÿ دĀاüرام þĀا þüرüا .þāĀĀ ÿÿ ÿÿرĀÿ را ÿĀÿراÿ دĀاüرام ĀĀÿوم اĀĀون .ÿراتلÿ دĀاگرام های .ö . h
از ،þāÿد ÿÿ Āÿان (V,E) Āÿاد ÿا را آن þĀ üراف þĀا .þÿا ÿÿاĀĀÿاÿ üراف ÿوع ÿĀ دĀاüرام þĀا .þÿا ÿÿاāĀāĀرÿ لاÿاĀ ÿئ
رأس ÿÿاĀĀÿ Āÿداد دارای Vi ÿر و ĀĀĀÿد ÿجزا دو þÿ دو و ÿĀÿاÿ ÿýĀÿ þĀ V٠, Vg, Vh, . . . رئوس ÿجĀوÿ þÿای از þÿاĀÿد ÿĀ
üراف þĀا þāĀýĀÿ .þāÿد ÿÿ Āÿان v٠ Āÿاد ÿا را آن þĀ دارد رأس ÿĀ ĀĀÿا V٠ þĀ þāĀĀ ÿÿ ÿرض ÿا .þÿا ÿده þāāĀÿ ،þÿا
دارای Ei ÿر و ĀĀĀÿد ÿجزا دو þÿ دو و ÿĀÿاÿ ÿýĀÿ þĀ þÿا ÿده þāāĀÿ Eg, Eh, . . . Āال ÿای ÿجĀوÿ þÿای از þÿاĀÿد ÿĀ
ÿĀ ÿ ÿÿوان ÿورت þĀا þÿ ÿÿ رود. Vn در ÿÿرأ þÿ Vn−g در رأس ÿĀ از En ÿجĀوÿۀ از Āال ÿر .þÿا Āال ÿÿاĀĀÿ Āÿداد
r : En → Vn و s : En → Vn−g þÿاýÿ دو n ⩾ g ÿر ÿرای ÿĀÿراÿ دĀاüرام ÿر در .þÿرü Āÿر در Āال ÿا روی þĀج
þāÿرÿ þÿ .r−g{v} ̸= ∅ þĀدار v ∈

∪
n⩾g Vn ÿر ÿرای و s−g{v} ̸= ∅ þĀدار ،v ∈

∪
n⩾٠ Vn ÿر ÿرای þĀ دارد وجود

āĀĀد ÿرض ÿال .þāÿاÿ ÿÿ ĀĀÿد Āا ÿرد  þÿاýÿ و Āÿدأ þÿاýÿ را آن ÿا
XE = {(xg, xh, . . . ) | xn ∈ En, r(xn) = s(xn+g), n ⩾ g}.

:þāĀĀ ÿÿ þĀرĀÿ زĀر ÿورت þÿ را d : XE ×XE → [٠,∞) Āÿر
d(x, y) = inf{g, h−n | n ⩾ g, (xg, xh. . . . , xn) = (yg, yh, . . . , yn)}.

.[g] دارد وجود ĀāĀāÿال þÿاýÿ ÿĀ آن روی þĀ þÿا ĀاĀÿور Āÿرده ÿĀرĀÿ ÿضای ÿĀ (XE , d) þĀ داد Āÿان ÿ ÿÿوان
ÿاصل ÿتاĀج .i

þخĀÿ Āÿارا þÿرÿ üروه ÿای āÿان در را Āÿدی üروه ÿای ،þÿا Āÿروف þÿ ـ þĀÿدĀÿ ـ اÿرس ÿضāۀ þÿ þĀ زĀر، þĀÿ ÿضāۀ
ĀĀ ÿÿد.

حفره بدون جþĀ دار راĀز āĀدار ÿرÿب گروه ÿĀ اگر ÿنĀا و اگر þاس بعدی گروه شĀارا، ÿرÿب گروه ÿĀ [٢] .g . i قضāه
باشد.

ĀĀ ÿÿد: ÿÿرĀÿ Āÿره ÿدون ÿاده جþĀ دار āĀدار þÿرÿ üروه ÿĀ ĀاĀÿور ĀāĀāÿال þĀĀāÿ ÿر ÿرای زĀر ÿضāۀ
حفره بدون ساده جþĀ دار āĀدار ÿرÿب گروه ÿĀ K٠(X,T ) ،(X,T ) āÿنĀāال ĀانĀور þĀسāس ÿر برای [١] .h . i قضāه

.þاس

ö



ÿāāÿاĀĀد ÿ þĀĀāÿای þāÿ زĀĀا ÿĀĀĀÿ
þĀوابس گروه ÿای آنگاه باشند ÿزدوج ÿĀوپولوژÿ صورت þب (X ′, T ′) و (X,T ) ÿāāÿناĀد سāسÿ þĀای اگر [٢] .i . i قضāه

ÿسĀند. þخĀرāĀ H(X ′, T ′,Z) و H(X,T,Z)

ĀĀ ÿÿد: þخĀÿ ÿĀÿراÿ دĀاüرام ÿĀ ĀاĀÿور ĀāĀāÿال þĀĀāÿ ÿر ÿا ĀĀÿاÿر زĀر ÿضāۀ
(V,E,⩾) سادۀ ÿرÿب ÿلÿبرا دĀاگرام ÿĀ آنگاه .þاس ĀانĀور āÿنĀāال þĀسāس ÿĀ (X,ϕ) Āنāد فرض [٢] .۴ . i قضāه

.h(xmax) = y و h ◦ ϕE = ϕ ◦ h þĀ ÿĀقس þب دارد وجود h : XE → X ÿĀخĀسانرĀÿ ÿĀ و
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