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gÿÿوÿرزÿ ÿĀÿ و ، *ÿýĀچÿا زÿره
Āÿزواری þāāÿ داýĀÿاه g

dim(X)؛ < ∞ آýÿاه ÿاÿد، پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا ÿĀĀĀرÿاĀĀÿ f : X → X اüر þĀ ÿÿ دÿد Āÿان [h] در g Āاÿو چāāده.
þÿپردا þāÿواÿ ϕ : Zh

×X → X ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ÿÿرĀÿ þÿ ÿا ،þارائ þĀا در .þÿا ÿÿاĀĀÿ X ÿāĀوژÿوپوÿ Āÿد ÿĀĀĀ
þāÿ þĀÿرا و þĀÿپردا ϕ : Zk

×X → X ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ þÿوĀÿ Āÿد ĀĀÿوم ÿÿرĀÿ þÿ þāĀچĀÿ .dim(X) = ∞ þĀ
.þāÿد ÿÿ قرار þĀÿاĀÿ ÿورد را پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا ĀĀÿوم ÿا ĀĀÿوم þĀا

پāوĀÿار. ÿÿاĀĀÿا ،ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ þÿوĀÿ Āÿد ،ÿāĀوژÿوپوÿ Āÿد کلāدی: واژه های
.18A32, 18F20, 39B42 :[h٠h٠] ÿÿموضو طبقه بندی

مقدمه .g
þĀ ÿÿصور در þāÿواÿ X روی Zk üروه þĀÿ ϕ : Zk ×X → X þÿاýÿ ÿاÿد. ÿĀرĀÿ ÿضای (X, d) þāĀĀ ÿرض

.x ∈ X و n,m ∈ Z
k ÿر ÿرای ϕ(n+m,x) = ϕ(n, ϕ(m,x)) و x ∈ X ÿر ÿرای ϕ(٠, x) = x

ÿواÿده ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ÿĀ ϕ : Zk ×X → X آýÿاه ÿاÿد، þĀÿوāپ þÿاýÿ ÿĀ ϕ : Zk ×X → X þĀÿ ÿرüاه
ϕ(n, x) = fn(x) þĀāÿو þÿ ϕ : Z×X → X و ÿاÿد ÿĀĀĀرÿاĀĀÿ ÿĀ f : X → X اüر Āÿال، Āÿوان þÿ ÿ ÿÿود.
از ÿāĀ ÿ ÿÿود. داده þĀاĀÿ (X, f) ÿا þÿقاÿ þĀا در þĀ þÿا ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ÿĀ ϕ : Z×X → X آýÿاه ÿود، þĀرĀÿ
þÿ ÿĀÿاÿ ÿدارÿای þĀÿاĀÿ ÿرای [ø] اوÿز þÿوÿ ÿار þāÿاو ĀĀÿوم þĀا .þÿا ÿÿاĀĀÿا ĀĀÿوم ،ÿāāÿاĀĀد ÿ þĀĀāÿای þĀÿ þāÿاĀÿ
ÿاĀÿد ÿĀāÿاĀÿ و ÿ ÿÿود ÿāāÿاĀĀد ÿ þĀĀāÿای در ÿدĀد þāÿاĀÿ اĀĀاد þÿاÿ ،ÿÿاĀĀÿا ĀĀÿوم در ÿوچĀ ÿغāāر و ÿد ÿرده Āار
رددی ،(g٩÷h) þÿزÿوارÿ þÿوÿ þāÿرÿ þÿ پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا و ÿروپĀÿآ ÿÿاĀĀÿا ،þĀقÿ þÿ þĀقÿ ÿÿاĀĀÿا ،þĀĀÿ ÿÿاĀĀÿا
f : X → X ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ÿرای þāÿاĀÿ þĀا ÿ ÿÿاĀÿد. ÿدĀد þāÿاĀÿ þĀا þĀĀÿ از Āاÿو و (g٩٧h) ÿاون ،(g٩٧٠)

پرداĀĀÿد. ϕ : Zk ×X → X þĀĀāÿ ÿرای þāÿاĀÿ þĀا þāÿوÿ þÿ þāققĀÿ از ÿده ای و ÿدÿد ÿÿرĀÿ
ÿÿاوĀĀÿ þĀارĀÿ ÿÿ پردازد. ÿāĀوژÿوپوÿ ÿضای ÿĀ Āÿد þĀÿاĀÿ þÿ þĀ ÿوده ÿوپوÿوژی ÿاÿ þÿای از ÿāĀ Āÿد þĀظرÿ ÿÿرÿ از
þÿوÿ g٩hh ÿال در ÿوچĀ ÿĀقراĀÿا Āÿد Āÿال، Āÿوان þÿ دارد. وÿود ĀĀÿاوت ÿقالات در ÿوپوÿوژی ÿضای ÿĀ Āÿد از
ÿضای روی þāÿاĀÿ þĀا þĀ þĀا دýĀر و ÿد ÿÿرĀÿ þچ þÿوÿ g٩ig ÿال در ÿĀÿپو Āÿد و ÿزرگ ÿĀقراĀÿا Āÿد و ارĀĀون

āĀĀد. þĀÿراÿ [g] ĀĀاب þÿ ĀĀāÿر þĀÿاĀÿ ÿرای ĀÿادĀÿد. پذĀر ÿĀداÿ ÿĀرĀÿ
اüر ĀĀ ÿÿد þÿاÿ و þĀÿپردا X ÿāĀوژÿوپوÿ Āÿد و f : X → X ÿÿاĀĀÿا ĀĀÿوم þāÿ þĀÿرا þĀÿاĀÿ þÿ [i] در þāĀÿ

.þÿا ÿÿاĀĀÿ X ÿضای ÿāĀوژÿوپوÿ Āÿد آýÿاه ÿاÿد، þĀÿدا وÿود f : X → X ÿاĀÿد ÿÿاĀĀÿا ÿĀĀĀرÿاĀĀÿ

afchangizohre@gmail.com :þāĀĀا آدرس *ĀĀÿران.
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ÿÿوÿرزÿ ÿĀÿ ،ÿýĀچÿا زÿره
آĀا þĀ ÿ ÿÿود Āÿرح ÿوال þĀا ،þÿا þāÿوÿ þÿقا ϕ : Zk × X → X ÿرای ÿÿاĀĀÿا ĀĀÿوم þĀ þĀا þÿ þÿوÿ ÿا
ÿÿاĀĀÿا ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ þارائ þÿ þāĀÿوÿ ،[÷] در اÿا اþÿ؟ þāÿوÿ þÿقا ϕ : Zk ×X → X þĀĀāÿ ÿرای þāĀÿ þĀاĀÿ
ÿĀ þÿوĀÿ Āÿد ĀĀÿوم ÿÿرĀÿ þÿ ،[ö] در ÿÿو .þÿا ÿÿاĀĀÿاÿ X ÿāĀوژÿوپوÿ Āÿد þĀ ÿÿ پردازÿد ϕ : Zh × X → X

ÿرای þāĀÿ þĀاĀÿ ĀĀ ÿÿد. þĀÿاĀÿ ϕ : Zk ×X → X þĀĀāÿ ÿÿاĀĀÿا ĀĀÿوم ÿا را آن þĀÿرا و þĀÿپردا ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ
از ضÿ þāĀر ÿÿوĀĀÿ پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا ÿد. داده þāÿوÿ پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا ĀĀÿوم ÿرای [h] در Āاÿو þÿوÿ f : X → X

þÿوĀÿ Āÿد و پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا þĀÿرا þĀÿاĀÿ þÿ ÿا ،[ö] در ÿده Āÿرح اĀده ÿای ÿĀĀ þÿ þÿقاÿ þĀا در و þÿا ÿÿاĀĀÿا ĀĀÿوم
.þÿپردا þāÿواÿ ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ

نāاز مورد تĀارĀف .h
Āÿاد ÿا را x þĀقÿ در α þĀÿرÿ ÿاÿد. x ∈ X و X ĀĀÿوÿ þÿای زĀر از ÿاÿواده ای α = (Ai)i∈I āĀĀد ÿرض .h٬g تĀرĀف

:þāĀĀ ÿÿ þĀرĀÿ زĀر صورت þÿ و داده þĀاĀÿ ordx(α)
ordx(α) := −g +#{i ∈ I | x ∈ Ai}

ord(α) Āÿاد ÿا را α ÿاÿواده þĀÿرÿ α = (Ai)i∈I ÿرای þāĀچĀÿ ÿ ÿÿاÿد. E Āÿاصر Āÿداد دĀÿده þĀاĀÿ #E آن در þĀ
þāĀĀ ÿÿ þĀرĀÿ زĀر صورت þÿ و داده þĀاĀÿ

ord(α) := sup
x∈X

ordx(α).

اÿا X = ∪i∈IAi ،i, j ∈ I ÿر ÿرای ÿĀĀĀ ÿاÿد؛ X þÿوĀĀÿ ÿرای اÿراز ÿĀ α = (Ai)i∈I þāĀĀ ÿرض .h٬h مثال
X از اÿراز ÿĀ α = (Ai)i∈I ÿرüاه ord(α) = ٠ þĀ ÿÿ دÿد þĀāĀÿ þĀا و ordx(α) = ٠ رو þĀا از .Ai ∩ Aj = ∅

ÿاÿد.
ÿر β þĀ D(α) := min

β
ord(β) þāÿد ÿÿ قرار ،X ÿضای از α = (Ai)i∈I þÿپو ÿرای .I ⊆ N þāĀĀ ÿرض

.α < β ÿĀĀĀ اþÿ؛ α از ÿĀĀظرÿ þĀ þÿا X از ÿÿاĀĀÿ þÿپو
þÿ و داده þĀاĀÿ dim(X) ÿا را X ÿضای ÿāĀوژÿوپوÿ Āÿد ÿاÿد. ÿāĀوژÿوپوÿ ÿضای ÿĀ X þāĀĀ ÿرض .h٬i تĀرĀف

þāĀĀ ÿÿ þĀرĀÿ زĀر صورت
dim(X) := sup

α
D(α)

ÿ ÿÿاÿد. Āÿروف āÿز X h ûĀÿ Āÿد ÿام ÿا X ÿāĀوژÿوپوÿ Āÿد .þÿا X از ÿÿواĀÿد ÿÿاĀĀÿ ÿاز þÿپو α þĀ
را زĀر ÿوپوÿوژی .þĀرāü ÿÿ ÿظر در را x٠ ∈ X þĀقÿ ÿاÿد. ÿضو n+ h Āÿداد ÿا ĀĀÿوþÿ ای X þĀ þāĀĀ ÿرض .h٬ö مثال
x٠ ÿاوی þĀ ÿاÿد X از ĀĀÿوþÿ ای زĀر U þĀ þĀا Āا U = ∅ ÿرüاه ،þÿا X در ÿاز þÿوĀĀÿ U .þāĀĀ ÿÿ ÿÿرĀÿ X روی

.þÿا
X از ÿازی þÿپو β اüر þĀ þÿا þواض ÿود. ÿواÿد X ÿرای ÿاز þÿپو α آýÿاه ،α = {{x٠, x}}x∈X−{x٠} اüر

آýÿاه ،þÿا α از ظرÿ þĀر þĀ ÿاÿد
ord(α) ≤ ord(β).

þپ
D(α) := ord(α) = n.

þĀراÿاĀÿ .þÿا X از þÿپو ÿر از ظرÿ þĀر α ÿÿرÿ از
dim(X) = D(α) = n.

،[g] در g.g.ö þāقض ÿر Āÿا آýÿاه ÿاĀÿد، (X, d) ÿĀرĀÿ ÿضای ÿرای ÿÿاĀĀÿ ÿاز þÿپو دو β و α اüر
D(α ∨ β) ≤ D(α) +D(β),

þĀ
hLebesgue dimension

h



پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ þÿوĀÿ Āÿد
α ∨ β = {A ∩B : A ∈ α,B ∈ β}.

ÿĀعĀ باشد ÿقāحق اعداد از ÿجمع زĀر دÿباÿه ای {an}n≥g āĀĀد فرض (Fekete′s lemma) .h٬÷ لم
an+m ≤ an + am, ∀n,m ≥ g

و بوده همگرا bn :=
an

n
وسĀāه به شده ÿعرĀف {bn}n≥g دÿباÿه  صورت þĀا در .n ≥ g همه برای an ≥ ٠ Āه طوری به

lim
n→∞

bn = inf
n≥gVn.

□ ÿود. þĀÿراÿ [g] در ø.h.i þāقض þÿ اثبات.
þÿپو ،n ≥ g ÿĀāĀÿ ÿدد ÿر ÿرای ÿاÿد. þĀÿوāپ ÿĀÿاýÿ f : X → X و X ÿرای ÿÿاĀĀÿ ÿاز þÿپو α āĀĀد ÿرض

:þāĀĀ ÿÿ þĀرĀÿ زĀر صورت þÿ را w(α, f, n) ÿاز
w(α, f, n) := α ∨ f−g(α) ∨ f−h(α) ∨ . . . ∨ f−n+g(α) =

n−g
∨

k=٠
f−k(α).

āĀĀد ÿرض þāĀچĀÿ
D(α, f, n) := D(w(α, f, n)).

þÿاĀÿد ،h٬÷ þÿ ÿر Āÿا þĀراÿاĀÿ ĀĀ ÿÿد. صدق ÿĀĀÿ زĀر þāاصÿ در {D(α, f, n)}n≥g þÿاĀÿد ،[g] در ø.i.g þāقض ÿر Āÿا
āĀĀد ÿرض .þÿا ýĀÿرا

{

D(α, f, n)

n

}

n≥g

D(α, f) := lim
n→∞

D(α, f, n)

n
.

þĀĀāÿ þÿوĀÿ ÿāĀوژÿوپوÿ Āÿد ÿاÿد. X ÿĀرĀÿ ÿضای روی þĀÿوāپ ÿĀÿاýÿ f : X → X āĀĀد ÿرض .h٬ø تĀرĀف
þāĀĀ ÿÿ þĀرĀÿ زĀر صورت þÿ و داده þĀاĀÿ mdim(X, f) ÿا را (X, f)

mdim(X, f) := sup
α
D(α, f)

.þÿا X از دĀÿواه ÿÿاĀĀÿ ÿاز þÿپو α þĀ
ÿاهĀĀم X ÿāĀوژÿوپوÿ بعد و باشد (X, d) ÿĀرĀم فضای روی پāوسĀه ÿĀگاشÿ f : X → X āĀĀد فرض .h٬٧ قضāه

صورت þĀا در .dim(X) <∞ ÿĀعĀ باشد.
mdim(X, f) = ٠.

□ ÿود. þĀÿراÿ [g] ĀĀاب þÿ اثبات.
þÿپو دو ÿرای þĀ þāÿدا ÿÿ .þĀپرداز ÿÿ ϕ : Zk×X → X ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ÿرای þÿوĀÿ Āÿد ÿÿرĀÿ þÿ þĀĀق þĀا در
ÿاز þÿپو U اüر þĀراÿاĀÿ .þÿا ÿĀĀÿ زĀر þāاصÿ دارای ÿĀĀĀ D(U؛ ∨ V) ≤ D(U) +D(V) ،X از V و U ÿاز

دارد: وÿود زĀر ÿد آýÿاه ÿاÿد، X

lim
N→∞

D(
∨

n∈[−N,N ]∗∩Zk

ϕ(−n,U))

(hN + g)k .

ÿود: þĀرĀÿ زĀر صورت þÿ A(U , ϕ) Āÿاد ،ϕ : Zk ×X → X þĀĀāÿ و X از U ÿاز þÿپو ÿرای þāĀĀ ÿرض

A(U , ϕ) = lim
N→∞

D(
∨

n∈[−N,N ]∗∩Zk

ϕ(−n,U))

(hN + g)k .

Āÿاد ÿا را ϕ : Zk × X → X ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ þÿوĀÿ Āÿد ÿاÿد. ÿĀرĀÿ ÿضای (X, d) þāĀĀ ÿرض .h٬٨ تĀرĀف
:þāĀĀ ÿÿ þĀرĀÿ زĀر صورت þÿ و داده þĀاĀÿ mdim(X,ϕ)

mdim(X,ϕ) = sup{A(U , ϕ) | þÿاX از ÿاز þÿپوU}.
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ÿÿوÿرزÿ ÿĀÿ ،ÿýĀچÿا زÿره
ÿاصل þĀنتا .i

þĀÿرا و þÿپردا þāÿواÿ ϕ : Zk ×X → X þĀĀāÿ ÿرای پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا و ÿÿاĀĀÿا þāÿاĀÿ ÿÿرĀÿ þÿ þĀÿ þĀا در
Āرد. þāÿواÿ ÿÿررÿ ϕ : Zk ×X → X þĀĀāÿ þÿوĀÿ Āÿد ÿا را ĀĀÿوم دو þĀا

ÿĀرĀÿ ÿضای X و ÿاÿدورف ÿĀرĀÿ dH اüر ÿاÿد. X ĀĀĀÿد و þĀĀÿ ĀĀÿوÿ þÿای Āÿام þĀرداü C(X) þāĀĀ ÿرض
.[h] ÿود ÿواÿد Āÿرده ÿĀرĀÿ ÿضای (C(X), dH) آýÿاه ÿاÿد، Āÿرده

ÿاÿد. (X, d) ÿĀرĀÿ ÿضای روی ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ϕ : Zk ×X → X þāĀĀ ÿرض .i٬g تĀرĀف
آýÿاه ،x ̸= y اüر þĀ ÿاÿد þĀÿدا وÿود c > ٠ þĀ ÿÿصور در þāÿواÿ ÿÿاĀĀÿا þĀĀāÿ ÿĀ ϕ : Zk ×X → X (g)

.d(ϕ(n, x), ϕ(n, y) > c þĀ ÿوری þÿ ÿاÿد þĀÿدا وÿود n ∈ Z
k

ÿر ÿرای þĀ ÿاÿد þĀÿدا وÿود c > ٠ þĀ ÿÿصور در þāÿواÿ پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا þĀĀāÿ ÿĀ ϕ : Zk ×X → X (h)
.diam(ϕ(n,A)) > c þĀ ÿوری þÿ ÿاÿد þĀÿدا وÿود n ∈ Z

k ،A ∈ C(X) ÿĀÿاÿ þÿوĀĀÿ
.[h] þĀāÿ ÿرقرار آن þāÿ اÿا اþÿ؛ پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا þĀĀāÿ ÿĀ ،ÿÿاĀĀÿا þĀĀāÿ ÿر þĀ دĀد ÿ ÿÿوان ÿĀÿرا þÿ

ψ : Zk−g ×X → X پāوسĀه þعم با Āه باشد ÿبساطÿا پāوسĀه þعم ϕ : Zk ×X → X āĀĀد فرض .i٬h قضāه
.ϕ(g, ψ(h, x)) = ψ(h, ϕ(g, x)) ،x ∈ X هر و h ∈ Z

k−g ،g ∈ Z
k هر برای Āه þĀا ÿĀعĀ دارد. ÿĀجابجا þāخاص

.mdim(X,ψ) <∞ صورت þĀا در
□ ÿود. þĀÿراÿ [ö] þÿ اثبات.
Āÿد Āÿان ψ : Z٠ ×X → X þĀĀāÿ þÿوĀÿ Āÿد و þÿا ÿĀĀدÿ þĀÿ ÿĀ ψ : Z٠ ×X → X þĀÿ ،k = g اüر

:þÿدا þāÿواÿ ÿĀاص þāقض ÿر Āÿا ÿود. ÿواÿد X ÿāĀوژÿوپوÿ
ÿÿاĀĀÿا ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ þÿاÿ þÿ þāقض þĀا þĀاĀÿ ÿ ÿÿوان ،(i٬h) þāقض در ÿده þĀÿرü Āار þÿ ÿ ÿāĀāÿای ÿĀĀ þÿ

ÿ ÿÿاÿد: زĀر صورت þÿ ÿده þارائ þÿقاÿ ÿĀاص þāقض þواق در .þāÿد þāÿوÿ پāوĀÿار
ψ : þĀÿوāپ þĀÿ ÿا þĀ ÿاÿد پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا þĀÿوāپ þĀÿ ϕ : Z

k × X → X āĀĀد ÿرض .ÿاصل قضāه
ϕ(g, ψ(h, x)) = ،x ∈ X ÿر و h ∈ Z

k−g ،g ∈ Z
k ÿر ÿرای þĀ þĀا ÿĀĀĀ دارد. ÿĀاĀÿاÿ þāاصÿZ

k−g×X → X

.mdim(X,ψ) <∞ صورت þĀا در .ψ(h, ϕ(g, x))
.dim(X) <∞ آÿگاه باشد، پāوسĀار ÿبساطÿا ÿĀخĀرÿهمسا ÿĀ f : X → X اگر .i٬i نتĀāه

پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ،i٬i þĀāĀÿ þÿ Āÿا þرچüا ÿ ÿÿاÿد. [h] در ÷.h þāقض ،þĀāĀÿ þĀا þĀ þÿا ذĀر þÿ لازم
þÿا þāĀÿ k ̸= g þĀ ÿĀÿاÿ در ،dim(X) < ∞ þĀ ĀĀ ÿÿد اĀĀاب (X, d) Āÿرده ÿĀرĀÿ ÿضای روی Z üروه از
þĀ þāĀĀ ÿÿ ÿرض Āÿظور þĀا ÿرای .dim(X) = ∞ اÿا ÿاÿد پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا þĀĀāÿ ÿĀ ϕ : Zk × X → X þĀ
ÿاÿد [A] = [aij ] þĀرÿاÿ þÿوÿ ÿده þāوصÿ ÿĀĀĀرÿاĀĀÿ A : Kh → Kh و ÿاÿد Āÿدی دو چĀĀره Kh = Sg ×Sg
ÿĀĀĀرÿاĀĀÿ ÿĀ A : Kh → Kh ،[÷] ÿر Āÿا Āÿاÿد. g اÿدازه از وĀژه ÿقادĀر دارای A و det([A]) = g و ai,j ∈ Z þĀ

þāĀĀ ÿرض .þÿا ÿÿاĀĀÿا
X = (Kh)Z = {{xi} | xi ∈ Kh}.

ÿĀرĀÿ ،y = (yi) و x = (xi) ÿاĀÿد X در þĀقÿ دو ÿر ÿرای
d̃(x, y) =

∑

i∈Z

d(xi, yi)

h|i|
þāĀĀ ÿÿ þĀرĀÿ زĀر صورت þÿ را σ : X → X و f : X → X ÿĀĀĀرÿاĀĀÿ در و þĀرāü ÿÿ ÿظر در X روی

f(x)i = A(xi),

σ(x)i = xi+g.
þĀراÿاĀÿ ÿ ÿÿاÿد. ÿÿاĀĀÿا σ و f þĀāÿوÿ ÿده ÿوāÿد ϕ : Zh × X → X ÿāāÿاĀĀد þĀĀāÿ ،[÷] در ö.h þāقض þÿ Āÿا

.dim(X) = ∞ þĀ ÿÿاÿ در ÿوده؛ پāوĀÿار ÿÿاĀĀÿا ϕ : Zh ×X → X

ö
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