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  چکیده
ای برای بسیاری از پدیده های طبیعی و مکانیکی است. رفتار حرکتی آونگ فضایی غیرخطی و پیچیده اس..ت.آونگ فضایی مدل ساده

دست آمده اس..ت.است و معادلات حرکت آن با استفاده از معادله لاگرانژ مورد به سیستم آونگ فضایی توصیف شده،در این مطالعه
دست آمده، در فضای حالت بازنویسی و ب..رای اس..تفاده درهدف این مطالعه بررسی رفتار غیرخطی آونگ فضایی است. معادلات به

اند. در ادامه، سیستم در حالت ارتعاش آزاد و ارتعاش اجباری تحت نیروی افقی مورد بررس..ی ق..رار گرفت..ه آماده شدهXPPافزار نرم
ش..ود،است. با توجه به پارامترهای مسئله که شامل فرکانس طبیعی سیستم، فرک..انس ن..یروی خ..ارجی و ض..ریب ن..یروی خ..ارجی می

ازای مقادیر مختلف پارامتره..ا، نموداره..ایها بههای مختلفی تقسیم شده است و در هرکدام از این بخشی انجام شده به بخشمطالعه
ی ح..رکت و رفت..ارها ت..اثیرات تغی..یر پارامتره..ا ب..ر دامنهاند و با استفاده از آنپاسخ زمانی، صفحه فاز، و پوانکاره رسم و بررسی شده

کلی سیستم مشاهده و تحلیل شده است. در نهایت مشاهده شد که، حرکت آون..گ فض..ایی در ح..الت آزاد یکپارچ..ه اس..ت. در ح..الت
ه..ا س..بب اف..زایش فازه..ایشود که تغییرات فرکانس طبیعی یا فرکانس نیروی خارجی در بعضی حالت میارتعاش اجباری نیز، مشاهده

گ.ذارد. همچ..نین هم..واره سیس..تم ب..هی سرعت و مدت زمان تغییر ف..از اث..ر میشود در حالیکه در بعضی موارد تنها بر دامنهحرکتی می
دهد.تری از خود نشان میازای مقادیر کوچک ضریب نیروی خارجی، رفتار منظم

ان دواژگکلی
 ، تحلیل عددیXPPآونگ فضایی، پاندول فضایی، حرکت غیرخطی، نرم افزار 
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Abstract 
The spherical pendulum is a simple model for many natural and mechanical phenomena. The behavior of spherical pendulum is nonlinear and
complex. In this study, the spherical pendulum system is described and its equations of motion are obtained using the Lagrange equation. The
obtained equations are rewritten for use in XPP software. Then free vibration and forced vibration under horizontal force have been studied. Due to
the parameters of the problem, which include the natural frequency of the system, the external force frequency, and the external force coefficient, the
study is divided into different sections and in each of these sections for different values of parameters, time history diagrams, phase diagrams, and
Poincaré are plotted and using these diagrams, the effects of changing parameters on the amplitude of motion and overall behavior of the system have
been analyzed. Finally, it was observed that in free vibration, the motion of the spherical pendulum is integrable. In forced vibration mode, it is
observed that changes in natural frequency or external force frequency in some cases increase the phases in the phase plane, while in some cases only
affect the amplitude and duration of phase shift.  Also, the system always behaves in a more orderly manner for small values of the external force
coefficient.
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مقدمه -1
ی ما و مخصوصا در علم مهندس..ی،در زندگی امروزه

ی ح..رکت از اهمیت ب..الایی برخ..وردارارتعاش..ات و نح..وه
ی ط.بیعی، ابت..دااست. معم.ولا ب.رای بررس.ی ی..ک پدی..ده

ای برای آن پدیده در نظر گرفت..هشود مدل سادهسعی می
شود که رفتار آن را با تقریب مناسبی ش..بیه س..ازی کن..د.

ی اص..لی، م..دل آن م..وردی پدی..دهج..ای مط..العهسپس به
ی رفتار آنگیرد، چراکه مطالعهبررسی و مطالعه قرار می

تر است و در عین حال جواب مناسبی برای نی.از م.اساده
هایخواه..د ب..ود. آون..گ فض..ایی، م..دل بس..یاری از پدی..ده

طبیعی و مهندسی، مخصوصا مدل هایی ب..ا تق..ارن ک..روی

آلات ساخت و س..از،ها یا انواع ماشینباشد. در شهر بازیمی
آونگ فضایی قابل مشاهده است.

ح..رکت و رفت..ار آون..گ فض..ایی در س..ه بع..د ص..ورت
ه..ایگ..یرد ک..ه پیچی..ده و غ..یرخطی اس..ت. یکی از حالتمی

ای اس..ت. ارتع..اشحرکت آون..گ فض..ایی، ح..رکت ص..فحه
اس...ت واجب...اری آون...گ در ص...فحه، قبلا مطالع...ه شده

.[1]رفتارهای متفاوتی در حرکت آن مشاهده ش..ده است
 اس.ت، ک.ه توض.یحات1آونگ فضایی، ی.ک سیس.تم یکپارچه

ی کوش..من وت..وان در مط..العهبیش..تر در این زمین..ه را می
 ی..افت. ب..ا اینح..ال آون..گ فض..ایی تحت ن..یرو[2]2بیتس

1 integrable
2 Cushman and Bates

1
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. آونگ فضایی تحت نیروی افقی، ابتدا[3]یکپارچه نیست 
 مطالع..ه ش..د و در آن ب..ه بررس..ی[4] 1توس..ط میلز

ای و همچ..نین ح..رکت آن تحت ی..ک اختلالپایداری ح..الت ص..فحه
یی کوچ..ک پرداخت..ه ش..د. مط..العهغ..یرخطی ب..ا دامنه

ه.ای مختل.ف در ح.رکت آون.گ فض.ایی2 نشان از انشعاب[5]دیگری
ای و همچ..نینای و غیرص..فحهدارد، از جمل..ه ح..رکت ص..فحه

 رفت..ار پیچی..ده[6]حرکت آشوبناک. همچنین شواهد تجربی
ایکن..د. در مطالعهو آش..وبناک آون..گ فض..ایی را تایی..د می

ای ح..رکت غیرص..فحه[7]3تر توس..ط برای..انتپیش..رفته
[8]4کواس...ی و آش...وبناک بررس...ی ش...ده اس...ت. اس...تون

ی اخیر را با روش ع..ددی و انش..عاب ادام..ه داد. درمطالعه
عنوان مدلی دیگری توسط میلز، از آونگ فضایی بهمطالعه

ایح..رکت ن..امنظم ی..ک س..یال داخ..ل ی..ک ظ..رف اس..توانه
.[10, 9]استفاده شد

 با توجه به مطالعات فوق و نظر به پیچیدگی سیستم،
در این مطالعه سعی شده است رفتار غیرخطی سیس..تم

با روش عددی، مورد بررسی قرار گیرد.

دست آوردن معادله حرکت بEEا اسEEتفاده ازبه-2
معادله لاگرانژ 

 آونگ فض..ایی در سیس..تم مختص..ات قاب..ل1 ش..کلدر 
اس..ت. ب..ا توج..ه ب..ه ش..کل مع..ادلات ح..رکت رامشاهده

. ابت..دا مع..ادلات ان..رژی جنبش..ی و[11]آوریمدس..ت میبه
نویسیم.پتانسیل سیستم را می

T=1
2
m ( ẋ2+ ẏ2+ ż2 )
V=mgz

ی لاگران..ژ، وحال با استفاده از روابط ف..وق و مع..ادله
، معادلات ح..رکتxباتوجه به نیروی وارد شده در راستای 

آوریم. با توج..ه ب..ه اینک..ه ط..ول آون..گ ث..ابتدست میرا به
آیند.دست می بهy و xاست، معادلات در دو جهت 

ẍ+ω0
2 x+ x ( ẋ2+ ẏ2+ x ẍ+ y ÿ )+ 1

2
ω0

2 x (x2+ y2)=f ( t )

ÿ+w0
2 y+ y ( ẋ2+ ẏ2+x ẍ+ y ÿ )+ 1

2
ω0

2 y (x2+ y2 )=0

Fig. 1 Spherical pendulum 
 آونگ فضایی1شكل 

1 Miles
2 bifurcation 
3 Bryant
4 Aston

دسEEت آوردن معادلEEه حEEالت و آمEEاده سEEازی- به1-2
XPPافزار معادلات برای استفاده در نرم

 
با استفاده از معادلات حرکت، معادلات فض..ای ح..الت

آوریم. دست میرا به

ẍ=
f (t )−(x− y2 x

1+ y2
)(ω0

2+ ẋ2+ ẏ2+ 1
2
ω0

2 ( x2+ y2 ))

1+x2+ x
2 y2

1+ y2

ÿ=

−xyf (t )
1+x2

+( x2 y1+x2
− y)(ω02+ ẋ2+ ẏ2+ 12ω02 (x2+ y2 ))
1+ xy2+ x

2 y2

1+x2

کنیم.فضای حالت را بصورت زیر تعریف می
ẋ=xp
ẍ=xp ’
ẏ= yp
ÿ= yp ’

ش..ود )در ح.التی زی.ر داده می نیز ب..ا رابطهf(t)نیروی 
 صفر است(.f(t)ارتعاش آزاد، نیروی 

f (t )=k cosωt  
 ب..رای اس..تفاده از تواب..ع س..ینوس ی..اXPPافزار در نرم

زم..ان باش..د، لازمکسینوس که آرگومان آنها شامل متغی..یر 
است از روابط زیر استفاده شود:

c '=c∗(1−c2−s2)−omega∗s
s '=s∗(1−c2−s2)+omega∗c

باشد. برای فراخوانی سینوس از میω همان omegaکه 
s و برای فراخوانی کسینوس از cکنیم. استفاده می

دهیم ت..ا ازدر نهایت معادلات را بصورت زی..ر تغی..یر می
افزار استفاده کنیم.آنها در نرم

xp '=(k∗c−(x−( y2∗x /(1+ y2)))∗w02+xp2+ yp2+(w02)∗(x2+ y2) /2)/(1+x2−(x2∗y2/(1+ y2)))

yp '=(−x∗y∗k∗c /(1+x2)+(x2∗ y /(1+x2)− y)∗w 02+xp2+ yp2+(w02)∗(x2+ y2) /2)/(1+ y2−x2∗y2/(1+x2))

تحلیل عددی-3
باتوجه به معادلات حرکت، پارامترهای مسئله عبارتن..د
از: فرکانس طبیعی، فرک..انس ن..یروی خ..ارجی، و ض..ریب
نیروی خارجی. در تحلیل عددی، با توجه به این پارامترها،
چند حالت در نظر گرفته شده است. در هر حالت با تغییر

ش..ده،ی در نظ..ر گرفتهمق..دار پارامتره..ا در ی..ک ب..ازه
نموداره..ای پاس..خ زم..انی، ص..فحه ف..از و بعض..ا نم..ودار

است.پوانکاره رسم و تحلیل شده
در هر حالت منظور از تابع سینوسی کوچک یا ب..زرگ،
به ترتیب تابع سینوسی با دوره تناوب کوچکتر ی..ا بزرگ..تر،

باشد.نسبت به دیگری می
- ارتعاش آزاد سیستم3-1

2
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y و xدر حالت ارتعاش آزاد، نمودارهای پاس..خ زم..انی 
دهن..د. در این قس..متیک تابع سینوسی کامل را نشان می

دوح..الت قاب..ل بررس..ی اس..ت: تغی..یرات رفت..ار سیس..تم
براساس تغییرات فرک..انس ط..بیعی و براس..اس تغی..یرات

.y و xی مقادیر اولیه
y و xی حرک..تی ب..ا اف..زایش فرک..انس ط..بیعی، دامنه

 ک..اهش،y و xماند و دوره تناوب در هردو راستای ثابت می
ی تغی..یرات س..رعت در این دو راس..تا اف..زایشام..ا دامنه

یابد. ضمن اینک..ه در تم..امی مق..ادیر فرک..انس ط..بیعی،می
 است.1ی حدیصفحه فاز، برای هردو متغییر، حلقه

در قسمتی که تغییر مقدار اولیه متغییرها بررسی ش..د
دس..ت آم..د. دی..دیمنیز برای هردو متغییر نتایج مشابهی به

ی ه..ردو متغی..یر، دوره تن..اوبکه ب..ا اف.زایش مق..دار اولیه
ی یکی ازافزایش و در ص..ورت ث..ابت مان..دن مق..دار اولیه

یاب..د.متغییرها و اف..زایش دیگ..ری، دوره تن..اوب ک..اهش می
ی ح.دی اس.ت، ام.ا ب.اصفحه فاز در این خ.الت ن.یز حلقه

ی تغی..یرات س..رعت بیش..ترافزایش مق..ادیر اولی..ه، م..رتبه
شده است. در نهایت مشاهده شد که ب..ا اف..زایش مق..دار

ی س..رعت اف..زایشی هرک..دام از متغییره..ا، دامنهاولیه
یابد.می

- ارتعاش اجباری، حEEالتی کEEه فرکEEانس طEEبیعی و3-2
فرکانس نیروی خارجی یکسان باشند

در این ح..الت، هیچ ک..دام از نموداره..ای حرک..تی نظم
ها همواره دچار تغی..یراتدهد. دامنهمشخصی را نشان نمی

شود و صفحه فاز آشوبناک است.ناگهانی می
در این ح..الت تغی..یرات ص..ریب ن..یروی خ..ارجی ت..اثیر

چندانی در جرکت سیستم ندارد.
- ارتعEEاش اجبEEاری، حEEالتی کEEه فرکEEانس طEEبیعی3-3

بزرگتر از فرکانس نیروی خارجی باشد
ک..ه فرک..انس ط..بیعی بزرگ..تر ازدر ح..الت کلی هنگامی

xفرکانس نیروی خارجی باش..د، در نم..ودار پاس..خ زم..انی 
ه..ای مختل..ف )ک..ه ب..هسه نوع تابع سینوسی ب..ا دوره تناوب

ت..رتیب، ت..ابع سینوس..ی کوچ..ک، میان..ه و ب..زرگ نامی..ده
ش..وند. ب..ا اف..زایش مق..دار فرک..انسمیش..وند( دی..ده می

طبیعی، دوره تناوب ت..ابع سینوس..ی کوچ..ک و ب..ا اف..زایش
فرکانس نیروی خارجی، دوره تناوب تابع سینوس..ی میان..ه

ها، دورهیاب..د. ب..ا اف..زایش هرک..دام از فرکانس..ک..اهش می
یابد. لذا منش..ا ت..ابعتناوب تابع سینوسی بزرگ افزایش می

سینوسی کوچک فرک..انس ط..بیعی، منش..ا ت..ابع سینوس..ی
میانه فرکانس یروی خارجی، و منشا تابع سینوسی بزرگ

باشد.تعامل هردو فرکانس می
ی ح..ائز اهمیت نس..بت، نکتهxدر نم..ودار ص..فحه ف..از 

فرکانس طبیعی و فرکانس نیروی خ..ارجی اس..ت. هرچ..ه
این نسبت بیشتر شود، تع..داد فازه..ای مش..اهده ش..ده در

یابد و درصورتیکه این نس..بت تغی..یرصفحه فاز افزایش می
نکند، شکل صفحه ف..از تغی..یر محسوس..ی نخواه..د ک..رد و

فقط زمان تغییر فازها مورد بحث است.
شود ک..ه دو نوع سینوس مشاهده میyدر پاسخ زمانی 

با بررسی تغییرات فرکانس ه..ا و ب..ا توج..ه ب..ه توض..یحات
فوق، تابع سینوسی کوچ..ک ناش..ی از فرک..انس ط..بیعی و
تابع سینوس..ی ب..زرگ ناش..ی از تعام..ل دو فرک..انس ب..اهم

باشد.می

1 limit cycle

، تغی..یر محسوس..ی در ن..وعyدر نم..ودار ص..فحه ف..از 
شود.فازهای حرکتی مشاهده نمی

در نه..ایت تغی..یرات ض..ریب ن..یروی خ..ارجی بررس..ی
ش..ود ک..ه ب..رای می مش..اهدهkشود. با بررسی تغی..یرات می

بینیتر و قاب..ل پیش.. رفتار سیستم منظمkمقادیر کوچکتر 
 بیش..تر ش..ود، فازه..ای حرک..تی وkاس..ت. هرچ..ه مق..دار 

 از مق..دارkیاب..د. اگ..ر مق..دار  اف..زایش میy و xی دامنه
ها( بیش..تر ش..ود، رفت..ارمشخصی )بسته به مقدار فرکانس

شود.بینی میسیستم آشوبناک و کاملا غیر قابل پیش
های حرکتی براساس تغییراتی تغییر دامنه نحوه1جدول 
ω0>ωها وقتی  فرکانس

Table 1 the manner of change in motion amplitudes based on changes 
in frequencies when ω0>ω

ω0>ωی دامنهuی دامنهu̇ی دامنهvی دامنهv̇

افزایشثابتکاهشکاهشω0افزایش 
ثابتثابتافزایشکاهشωافزایش 

- ارتعEEاش اجبEEاری، حEEالتی کEEه فرکEEانس نEEیروی3-4
خارجی بزرگتر از فرکانس طبیعی باشد

، س..ه ن..وع ت..ابعxدر این ح..الت ن..یز در پاس..خ زم..انی 
شود. با بررسی نمودارهای پاسخ زمانیمیسینوسی دیده 

برای مقادیر مختلف فرکانس خارجی و طبیعی، مش..اهده
شود که منش..ا ت..ابع سینوس..ی کوچ..ک فرک..انس ن..یرویمی

خ..ارجی و منش..ا ت.ابع سینوس..ی میان.ه، فرک..انس ط..بیعی
باشد. می

ها، تغییر محسوسی در رفت..ار سیس..تمبا تغییر فرکانس
یش..ود و تنه..ا تغی..یرات دامنه، دی..ده نمیxدر ص..فحه ف..از 

سرعت و زمان پرُشدن صفحه فاز مورد بحث است.
 دو ن..وع ت..ابع3-1 نیز مشابه قسمت yدر پاسخ زمانی 

شود که توضیحات همان قس..مت درسینوسی مشاهده می
کند.این مورد نیز صدق می

با اف.زایش فرک..انس ن.یروی خ..ارجی و ی.ا ب.ه عب..ارتی
ی مق..ادیر فرک..انس ط..بیعی و فرک..انساف..زایش فاص..له

ی، ب..ه س..مت حلقهyنیروی خ..ارجی، نم..ودار ص..فحه ف..از 
کند.حدی میل می

در نه..ایت در این ح..الت ن..یز تغی..یرات ض..ریب ن..یروی
خارجی مورد بررس..ی ق..رار گرفت..ه اس..ت. ب..رای مق..ادیر

 بصورت مناسبی اف..زایشk با افزایش xی  دامنهkکوچک 
 از ع..دد مشخص..ی ب..ه بع..د،kیابد، اما با افزایش مقدار می

یاب..د و نم..ودار ص..فحه بطور ناگهانی اف..زایش میxی دامنه
 ن..یز نت..ایجyش..ود. در ح..رکت ف..از آن ن..یز آش..وبناک می

 راkمشابهی قابل برداشت است، اما بعد از اینکه مق..دار 
 با شدت بیش..تریyی از عدد مشخصی بیشتر شود، دامنه

ش..ود. درکن..د و ب..ازهم نم..ودار ف..از آش..وبناک میتغی..یر می
تر است. محسوسy روی kحالت کلی تاثیر تغییرات 

های حرکتی براساس تغییراتی تغییر دامنه نحوه2جدول 
ω0<ωها وقتی  فرکانس

Table 2 the manner of change in motion amplitudes based on changes 
in frequencies when ω0<ω

ω0<ωی دامنهuی دامنهu̇ی دامنهvی دامنهv̇

افزایش
ω0

در ابتدا کاهش سپسثابتکاهشکاهش
تقریبا ثابت

ثابتثابتافزایشکاهشωافزایش 
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بطور کلی دیده شد که ارتعاش آزاد سیس..تم یکپارچ..ه
است. پاسخ زمانی هر ک..دام از متغییره..ا متش..کل از ی..ک
سینوس با مقادیر ثابت برای ماکزیمم و مینیمم می باشد

ی حدی است.و نمودارهای صفحه فاز آن حلقه
در حالت ارتعاش اجباری، مش..اهده ش..د ک.ه در پاس.خ

 سه نوع تابع سینوسی مشاهده ش..د ک..ه هم..وارهxزمانی 
تابع سینوسی کوچکتر، ناشی از فرک..انس بزرگ..تر اس..ت.

 دو نوع تابع سینوسی مشاهده شد کهyبرای پاسخ زمانی 
تابع سینوس..ی کوچ..ک ناش..ی از فرک..انس ط..بیعی اس..ت.
همچنین در اسخ زمانی هردو متغی..یر، ی..ک ت..ابع سینوس..ی

ی تعامل ه..ردوشود که منشا آن نحوهبزرگتر نیز تشیل می
فرکانس است.

 هم..واره کواس..ی اس..ت.xمشاهده شد که صفحه فاز 
در حالتی که فرکانس طبیعی بزرگ..تر اس..ت، ب..ا اف..زایش
نس..بت فرک..انس ط..بیعی ب..ه فرک..انس ن..یروی خ..ارجی،

یابد اما در حالتی ک..ه فرک..انسفازهای حرکتی افزایش می
ها ش..کل ص..فحهخارجی بزرگتر باشد، با افزایش فرکانس..

، بجز در مواردیyکند. در صفحه فاز فاز تغییر چندانی نمی
که مقدار فرکانس ها نزدیک باشد، صفحه ف..از در تم..امی
موارد کواسی است. ضمن اینکه شکل ص..فحه ف..از تغی..یر

شود.کند اما ابعاد آن دچار تغییر مینمی
در مورد تغییرات ضریب نیروی خارجی مش..اهده ش..د
که، چه در حالتی که فرکانس طبیعی و چه در ح..التی ک..ه
فرک..انس ن..یروی خ..ارجی بزرگ..تر باش..د، هم..واره مق..دار

شود.تری را موجب میهای مناسب پاسخkکوچکتر 
در تم..امی م..واردی ک..ه فرک..انس ط..بیعی و فرک..انس
ن..یروی خ..ارجی یکس..ان باش..ند، رفت..ار سیس..تم آش..وبناک

است.
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