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   چکیده

بر  هاآن نابراین طراحیب. خواهد شدها در آن بالایی تماسی هایتنشس با سطوحی هستند که باعث ایجاد در تما ای جدار نازک اغلبهای استوانههم چون پنل مهندسی تجهیزات

ای جدار نازک استوانه ارجی پنلسطح خبر روی  تاثیر بارگذاری فشاریین مقاله در ا باشد.می مهندسی از مهمترین نیازهای ناشی از این برخوردها هایدر برابر تنش مبنای استحکام

تعادل معادلات  گیرد.شایی انجام میهای خمشی و غسازی تحلیلی با استفاده از تئوری کلی در بردارنده هر دو کرنشمدل گیرد.مورد بررسی قرار می با استفاده از ارائه مدلی تحلیلی

وریه های فبه دست آمده توسط سری دیفرانسیل ستگاه معادلاتشوند و در ادامه داستخراج میبه فرم ناویر کرنش -روابط تنشفلوگه در  تئوریای بر اساس هاستوان حاکم بر پنل

پدیده گیبس تاثیر از  ذاری،نواحی مرزی بارگبخ خصوص در  های فوریه دوگانه نامتناهیسری هتر بارگذاری بر سطح خارجی پنل توسطبرای تقریب ب .دوگانه نامتناهی حل خواهد شد

راستی آزمایی نتایج ر نظر گرفته شده است. د T351-2024آلمینیوم ،  های کاریدر محیط هادر هماهنگی با کاربرد واقعی این پنل ایاستوانه جنس پنلشود. استفاده میدر روابط 

های سری به روش بی را بین حل. مقایسه نتایج سازگاری خوشودسیس انجام مینرم افزار انالمان محدود در  سازیشبیهبا استفاده از  حاکم بر پنل حل معادلات دیفرانسیلی تعادل

ری و هم چنین لخواهی از بارگذادر فرمی ای تحت ههای استوانهتحلیلی پنل سازیتوان برای مدلنتایج این مقاله میاز  دهد.روش المان محدود نشان میفوریه دوگانه نامتناهی و 

  .شاره کردانازک تحت بارگذاری خارجی ای جدار های استوانهلولهعمر  تخمینتوان به از دیگر کاربردهای این مدل میاستفاده کرد.  سطح توزیع این بارگذاری

  انواژگدکلی

  روش المان محدود های فوریه دوگانه نامتناهی، پدیده گیبس، ای جدار نازک، سریسازی تحلیلی، پنل استوانهمدل
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Abstract  

Engineering equipment, such as thin-walled cylindrical panels, are often in contact with surfaces that will cause high contact stresses. Therefore, their 
design based on the strength one of the most important engineering needs. In this article, the effect of pressure loading on the outer surface of the thin-

walled cylindrical panel is investigated using an analytical model. The governing equilibrium equations of the cylindrical panel are derived in the Navier 

form based on the general strain relations (bending and membrane) and the Flugge shell theory in the stress-strain relationships. These differential 
equations will be solved by the infinite double Fourier series. In order to get better approximation of the loading on the outer surface of the panel 

especially in the loading border by the infinite double Fourier series, the influence of the Gibbs phenomenon is used. The cylindrical panel material is 

considered aluminum 2024-T351 in accordance with the use of these panels in actual work environments. Verification of the results is done using finite 
element simulation in Ansys software. The comparison of the results shows a good agreement between the solution by the infinite double Fourier series 

method and the finite element method. The results of this paper can be used for analytical modeling of cylindrical panels under any desired form of 

loading and also the distribution area. The estimation of the life of thin-walled cylindrical pipe under external loading is other applications of this model.  
Keywords  

Analytical modeling, Thin-walled cylindrical panel, Infinite double Fourier series, Gibbs phenomenon, Finite element method. 

 

 قدمه م 

بارهای ناشی از این  ح هستند.واغلب در تماس با دیگر سط مهندسی تجهیزات

شوند که در نهایت ین اجزا اعمال میکوچکی از ا سطح روی بر اغلب هاتماس

 مقاومت برای اجزا طراحی خواهد شد. بالا تماسی هایتنش و فشارها منجر به

در  .[1] است تماسی جزو مهمترین نیازهای مهندسی هایتنش این برابر در

های معتبری به همراه کتاب [2-7]زمینه مسائل تماسی تا امروز مقالات مختلف 

اهای گمانند کتاب ن ]8[ 1وریاچو های پنلارائه شده است.  ]9[ 2و جانسو

                                                           
1 Goryacheva 
2 Johnson 

یاستوانه ای هستند که در امتداد های استوانهای از پوستهزیر مجموعه 3ا

ها تحلیل اند و در نتیجه بر اساس روابط حاکم بر پوستهمحیطی محدود شده

 شوند.می

 لیلد به خارجی بارگذاری تحت ای جدار نارکهای استوانهمسائل پوسته

 دریایی و هوانوردی معماری، مکانیک، عمران، مهندسی در هاآن گسترده کاربرد

دیدگاه . از [9]است گرفته قرار بررسی مورد گسترده طور به گذشته در

ℎ) میانی پوسته سطح شعاع به ضخامت نسبت مهندسی، اگر
𝑅⁄ )باشد، کم 

3 Cylindrical panel 

mailto:s.jafari@ub.ac.ir
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 های حاکمتئوری از جمله مهمترین .شود گرفته نظر در نازک تواندمی پوسته

ای های استوانهکه قابل استفاده برای پنل نازک ای جداراستوانه هایپوسته بر

 ،[13] تیموشنکو-لاو ،[12] فلوگه ،[11] ساندرز توان بهمی نیز هستند

ها با استفاده از نظریه این ،خطی الاستیسیتهدر اشاره کرد.  [14] نیوردسون

-می بینیپیشها ی الاستیک را در پوستههاها و تنشتغییر شکل قانون هوک

 سیستم در نظر گرفتن یک سری فرضیات ساده کننده با ها،تئوریاین  در. کنند

های پوسته هایتئوری. [15] یابدمی کاهش بعدی دو سیستم یک به بعدی سه

-درجه دارای الاستیسیته معادلات سازی سادهمیزان  به بسته خطی نازک جدار

 شوند:به دو گروه تقسیم میاساس  همین برو  هستندتی متفاو دقت های

 به فلوگه .بالاتر تبامر تقریبهایی با تئوری و اول مرتبه تقریبهایی با تئوری

 توسعه را ای جدار نازکی استوانههاپوسته دوم مرتبه تقریب مستقل تئوری طور

 کارگیری هب مستقیم نتیجه تئوری این کلی معادلات و روابط. [12] است داده

 سه معادلات در های کوچکر شکلیتغی فرض همراه به 1فکیرشه هایفرضیه

𝑧فلوگه ترم ) تئوری. است الاستیسیته بعدی
𝑅𝑖⁄ ) جابجایی-کرنش روابط دررا 

𝑅𝑖 آن در که کندمی تنش حفظ از حاصل معادلات و . 𝑖 = 1. های شعاع 2.

 است.  پوسته میانی حوسط انحنای

تاثیر  تحلیل و تجزیه برای سه بعدی تحلیلی مدل یک مقاله، این در

با استفاده از  ای جدار نازکاستوانه بر روی سطح خارجی پنلبارگذاری فشاری 

این مدل قابل کاربرد برای هر فرمی از  .است شده داده توسعه تئوری فلوگه

 بر روی هر سطح توزیع خاصی)یکنواخت و غیریکنواخت( توزیع فشار 

 فوریه هایسریروش حل از  است. ایطیلی، بیضوی و ...( از پنل استوانه)مست

در فرم ناویر استفاده  حاکم بر پنل تعادل معادلات حل برایمتناهی نا دوگانه

و برای  هستند دوگانه انتگرالی توابع ،هادر این سری بار ضرایب. شده است

در بیان سری  ده گیبساز روابط پدیمرزی در نواحی تر بارگذاری تقریب دقیق

تکیه  پنل، مرزی استفاده شده است. شرایط فوریه دوگانه نامتناهی بارگذاری

گاه ساده در امتداد طولی و تکیه گاه گیردار در امتداد محیطی در نظر گرفته 

 شده ساخته T351-2024 آلمینیوم آلیاژ از پنل که است این بر فرض شود. می

-رفتار ماده الاستیک آورده شده است. 1دول آن در ج خواص مکانیکی است که

های برای جلوگیری از آغاز تغییر شکلشود و کرنش سختی خطی تعریف می

نتایج به دست آمده معیار تسلیم فون مایزز در نظر گرفته شده است. پلاستیک 

 محدود اجزایسازی شبیه روش از آمده دست به نتایج با تحلیلی سازیمدلاز 

  .شودمقایسه می ]16[ 2زار انسیسبه کمک نرم اف
 T351-2024ینیوم خواص مکانیکی آلم 1جدول 

Table 1 Mechanical properties of T351-2024 Aluminum 

 مدول تانژانت
(GPa) 

 مدول یانگ

(GPa) 
ضریب 

 پواسان

 

 تنش تسلیم
(MPa) 

 جنس

 آلمینیوم 300 0.3 200 35
2024-T351 

 ار نازکای جدانهاستو نلمدل سازی تحلیلی پ-2

                                                           
1 Kirchhoffs hypothesis 

، 𝑅 متوسط شعاع ،ℎضخامت  دارای یبررس جدار نازک مورد ایاستوانه پنل

نل پ. تاس 𝐸 الاستیسیته مدول و 𝜌 چگالی ، 𝑣پواسون نسبت ، 𝐿محوری طول

ℎشود که نسبت )ای در صورتی جدار نازک در نظر گرفته میاستوانه

𝑅
≪ 1 )

در نظر گرفته  استوانه صاتمخت سیستم در، 1مطابق با شکل  پنل هندسه. باشد

.𝑥) شده است ∅. 𝑧)،  در حالیکه𝑥  محیطی و محوری جهات مختصات در ∅و 

است  پنل مثبت خارج سمت به و میانی سطح بر عموددر راستای شعاعی،  z و

(−ℎ
2⁄ ≤ 𝑧 ≤ ℎ  انتهای یک در 1ی مطابق با شکل مختصات سیستم مبدا. (⁄2

 تنش شرایطجدار نازک است،  پنل ئیکهاز آنجا. است شده گرفته در نظر پنل

 ضخامت پوسته را جهت در تنش مولفهتوان بر آن حاکم است و می ایصفحه

 .گرفت نظر در صفر

(1) 𝜎𝑥. 𝜎∅. 𝜏𝑥∅ ≠ 0.   𝜀𝑥. 𝜀∅. 𝜀𝑧. 𝛾𝑥∅ ≠ 0  

 

 
Fig. 1 Geometric characteristics of thin-walled cylindrical shell 

 مشخصات هندسی پوسته استوانه ای جدار نازک 1شکل 

 دل حاکممعادلات تعا -1-2

 بر اساس های جدار نازک تحت باگذاری خارجیسازی پنلمدل در این مقاله

های خمشی مربوط به تنش هایمعادلات تعادل حاکم در بر دارنده تمامی مولفه

ه دلیل تاثیر زیاد . ب[12] شودمی شی تحت عنوان تئوری عمومی انجامو بر

 کرنش ناشی-میدان تنش ها، تخمین صحیحهای خمشی در تحلیل پنلتنش

های خمشی به منظور رسیدن به طراحی قابل اطمینان دارای از این تنش

ویی ها بر اساس برآیندهای نیراست. معادلات تعادل حاکم بر پنل اهمیت فراوان

برآیندهای نیرویی و گشتاوری شوند. این نوشته می و گشتاوری در میان صفحه

. در این مربوط به نیروها و گشتاورها را ارضاء نمایندبایستی شش معادله تعادل 

ه دیگر مربوط به معادل 3معادله مربوط به نیروها و  3 مجموعه معادلات،

معادلات های برشی عرضی، با حدف مولفه تنش در نهایت گشتاورها هستند.

ای جدار نازک تحت بارگذاری فشاری ی استوانههاتعادل حاکم بر این پنل

.𝑃𝑧(𝑥خارجی )  :[11-14]د نشومی( به صورت زیر بیان (∅
(2) 

𝑅
𝜕𝑁𝑥(𝑥. ∅)

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁∅𝑥(𝑥. ∅)

𝜕∅
= 0 

2 Ansys 
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(3) 
𝑅2
𝜕𝑁𝑥∅(𝑥. ∅)

𝜕𝑥
+ 𝑅

𝜕𝑁∅(𝑥. ∅)

𝜕∅
−
𝜕𝑀∅(𝑥. ∅)

𝜕∅

− 𝑅
𝜕𝑀𝑥∅(𝑥. ∅)

𝜕∅
= 0 

(4) 
𝑅
𝜕2𝑀𝑥∅(𝑥. ∅)

𝜕𝑥𝜕∅
+ 𝑅

𝜕2𝑀∅𝑥(𝑥. ∅)

𝜕𝑥𝜕∅
+
𝜕2𝑀∅(𝑥. ∅)

𝜕2∅

+
𝜕2𝑀𝑥(𝑥. ∅)

𝜕2𝑥
+ 𝑅𝑁∅(𝑥. ∅)

+ 𝑅2𝑃𝑧(𝑥. ∅) = 0 

(5) 𝑅𝑁𝑥(𝑥. ∅) − 𝑅𝑁∅(𝑥. ∅) + 𝑀∅𝑥(𝑥. ∅) = 0 

( .𝑁𝑥در این روابط  𝑁∅. 𝑁𝑥∅. 𝑁∅𝑥)
 

برآیندهای نیرویی و 

(𝑀𝑥. 𝑀∅.𝑀𝑥∅. 𝑀∅𝑥)
 

به ترتیب  پنل ری در کل ضخامتبرآیندهای گشتاو 

در   ایاستوانه پنل برای باشند.در امتدادهای محوری و محیطی و برشی می

∅𝑁𝑥 حالت کلی ≠ 𝑁∅𝑥 و 𝑀𝑥∅ ≠ 𝑀∅𝑥 کرنش روابط جایگزینی با. است-

بر پوسته به فرم ناویر  حاکم تعادل معادلات ،کرنش-تنش روابط در جابجایی

این مجموعه از معادلات تنش دارای . دنآیمی دست بهها( )بر اساس تغییر شکل

بر آیند تنشی مجهول است و مسئله مورد بررسی از نظر استاتیکی نامعین  6

های پوسته و تعییر مکان باشد. لذا در ادامه برای حل مسئله باید تغییر شکلمی

 بررسی شوند. 
 ید نیروها و گشاورهای خمشبرآین -2-2

های جدار نازک با تقریب مرتبه دوم در این مقاله از تئوری فلوگه برای پوسته

شود. در این تئوری، ترم استفاده می ایپنل استوانه سازی تحلیلیبرای مدل

𝑧بدون بعد 
𝑅𝑖⁄  های برآیندهای نیرویی و انتگرالدر محاسبات مربوط به

از آنجایی که شود. تغییر مکان حفظ می-گشتاوری و هم چنین روابط کرنش

توان کنند، میطول ضخامت پوسته تغییر میهای تنش به صورت خطی در مولفه

کمک ای با های خمشی را در حالت تنش صفحهاین برآیندهای نیرویی و گشتاور

 :[12] زیر محاسبه نمود روابط
(6) 

{
 

 
𝑁𝑥(𝑥. ∅)

𝑁𝑥∅(𝑥. ∅)

𝑀𝑥(𝑥. ∅)

𝑀𝑥∅(𝑥. ∅)}
 

 

= ∫

{
 

 
𝜎𝑥(𝑥. ∅)

𝜏𝑥∅(𝑥. ∅)

−𝑧𝜎𝑥(𝑥. ∅)

−𝑧𝜏𝑥∅(𝑥. ∅)}
 

 
ℎ

2

−
ℎ

2

(1 +
𝑧

𝑅
)𝑑𝑧 

(7) 

{
 
 

 
 𝑁∅(𝑥. ∅)

𝑁∅𝑥(𝑥. ∅)

𝑀∅(𝑥. ∅)

𝑀∅𝑥(𝑥. ∅)}
 
 

 
 

= ∫

{
 
 

 
 𝜎∅(𝑥. ∅)

𝜏𝑥∅(𝑥. ∅)

−𝑧𝜎∅(𝑥. ∅)

−𝑧𝜏𝑥∅(𝑥. ∅)}
 
 

 
 

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

. است برشی تنش ∅𝜏𝑥 محیطی و و محوری هایتنش ∅𝜎و  σx آن در که

 و شودمی از معادلات حذف کاملاً 𝑧 نسبت به ها، تغییراتاین انتگرال انجام با

 هایمولفه بعدی بر اساس دو به مسئله بعدی سه ایاستوانه نلپ نهایتا مسئله

 .یابدمی کاهش پوسته میانی سطح شکل تغییر
 کرنش-روابط تنش -3-2

کرنش در جسم وابسته به نوع تغییر شکل آن است. در -توصیف روابط تنش

کرنش بر اساس قانون هوک بیان  -های الاستیک، رابطه تنششکلناحیه تغییر 

-الاستیک همسانگرد را می یک ماده کرنش در-روابط تنش .[11-15] شودمی

های مدول الاستیک و ضریب پواسان ثابت ماده به نام توان با استفاده از دو

کرنش در حالت  -ای جدار نازک، رابطه بین تنشاستوانه برای پنل توصیف نمود.

 شود:ای به صورت زیر بیان میای و برای مختصات استوانهتنش صفحه

(8) 
𝜎𝑥(𝑥. ∅) =

𝐸

(1 − 𝑣2)
[𝜀𝑥(𝑥. ∅) + 𝑣𝜀∅(𝑥. ∅)] 

(9) 
𝜎∅(𝑥. ∅) =

𝐸

(1 − 𝑣2)
[𝜀∅(𝑥. ∅) + 𝑣𝜀𝑥(𝑥. ∅)] 

(10) 
𝜏𝑥∅(𝑥. ∅) =

𝐸

(1 + 2𝑣)
𝛾𝑥∅(𝑥. ∅) 

مولفه برشی  ∅𝛾𝑥کرنش های کلی محوری و محیطی و ∅𝜀و 𝜀𝑥در این رابطه

 باشد.کرنش می
 غییر مکانت-روابط کرنش -4-2

از میان  𝑧ای جدار نازک به فاصله کرنش کلی در هر المانی از پوسته استوانه

. مولفه غشایی کرنش در سرتاسر است صفحه دارای دو مولفه غشایی و خمشی

ثابت است، اما مولفه خمشی کرنش به شکل  یضخامت پوسته دارای مقدار

د. با در نظر گرفتن کنخطی از سطح داخلی تا سطح خارجی پوسته تغییر می

𝑤(𝑥. ∅). 𝑢(𝑥. ∅). 𝑣(𝑥. های تغییر مکانی میان صفحه به عنوان مولفه (∅

شعاع انحنای پنل  پارامترهای ،در راستاهای شعاعی، محوری و محیطی پوسته

𝑅1) ایاستوانه = ∞.𝑅2 = 𝑅کلی هایتئوری کلاسیک برشی، کرنش ( و 

 :[12]ند شوبه صورت زیر بیان می

(11) 𝜀𝑥(𝑥. ∅) = [𝜀𝑥̅(𝑥. ∅) + 𝑧𝜒𝑥(𝑥. ∅)] 

(12) 
𝜀∅(𝑥. ∅) =

1

(1 +
𝑧

𝑅
)
[𝜀∅̅(𝑥. ∅) + 𝑧𝜒∅(𝑥. ∅)] 

(13) 
𝛾𝑥∅(𝑥. ∅) =

1

(1 +
𝑧

𝑅
)
[𝛾̅𝑥∅(𝑥. ∅) + 2𝑧𝜒𝑥∅(𝑥. ∅)(1

−
𝑧

2𝑅
)] 

کرنش  ∅𝛾̅𝑥یطی ومحوری و مح کلی هایکرنش ̅∅𝜀و 𝜀𝑥̅در این روابط

باشند و های غشایی میبرشی در میان صفحه لوله و یا در واقع همان کرنش

𝜒𝑥 ،𝜒∅  و𝜒𝑥∅  روابط مربوط به انحناها در امتدادهای محوری، محیطی و برشی

در فرمول بندی  شوند.هستند که به کمک آنها کرنش های خمشی محاسبه می

ها در میان صفحه غشایی و خمشی بر اساس تغییر مکان هایکرنشروابط فلوگه 

 شوند:لوله به صورت زیر در نظر گرفته می

 های غشایی:کرنش
(14) 

𝜀𝑥̅(𝑥. ∅) =
𝜕𝑢(𝑥. ∅)

𝜕𝑥
 

(15) 
𝜀∅̅(𝑥. ∅) =

1

𝑅

𝜕𝑣(𝑥. ∅)

𝜕∅
+
𝑤(𝑥. ∅)

𝑅
 

(16) 
𝛾̅𝑥∅(𝑥. ∅) =

1

𝑅

𝜕𝑢(𝑥. ∅)

𝜕∅
+
𝜕𝑣(𝑥. ∅)

𝜕𝑥
 

 

 های خمشی:کرنش 
(17) 

𝜒𝑥(𝑥. ∅) = −
𝜕2𝑤(𝑥. ∅)

𝜕2𝑥
 

(18) 
𝜒∅(𝑥. ∅) = −

1

𝑅2
(
𝜕2𝑤(𝑥. ∅)

𝜕2∅
− 2

𝜕𝑣(𝑥. ∅)

𝜕∅
+ 𝑤(𝑥. ∅)) 

(19) 
𝜒𝑥∅(𝑥. ∅) = −

1

𝑅
(
𝜕2𝑤(𝑥. ∅)

𝜕𝑥𝜕∅
−
1

2

𝜕𝑣(𝑥. ∅)

𝜕𝑥
) 

 معادلات تعادل رفرمول بندی ناوی -2-5

-تغییر شکلای در محدوده در این مقاله حل معادلات حاکم بر پوسته استوانه

گیرد. در روش های الاستیک با استفاده از روش فرمول بندی ناویر انجام می
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های تغییر مکان و مشتقات آنها بازنویسی ناویر معادلات تعادل بر اساس مولفه

به دست آمده از روش حل ناویر به خوبی  های تغییر مکانیشوند. مولفهمی

 نمایند. شرایط سازگاری کرنش را ارضاء می

-19)و  (14-16)مشی ابتدا روابط مربوط به کرنش های غشایی و خدر 

-جایگذاری می (11-13)تغییر مکان -در روابط تعریف شده برای کرنش(17

شد. برآیندهای د کرنش مربوطه وارد خواه-روابط تنشتیجه این کار در نشوند. 

شوند و روابط می محاسبه (6-7)نیرویی و گشتاوری به کمک روابط انتگرالی 

دستگاه معادلات به دست آمده وارد معادلات تعادل خواهند شد. نهایتاً به 

 ∅و 𝑥های مجهول در دو راستای دیفرانسیلی خطی بر اساس تغییر مکان

در حالت  اویر معادلات تعادلخواهیم رسید که بایستی حل همزمان شوند. فرم ن

 در زیر آورده شده است: رمول بندی فلوگهبر اساس فهای الاستیک تغییر شکل
(20) −

𝐸ℎ

12(1 − 𝑣2)
[−
𝜕2𝑤(𝑥. ∅)

𝜕2𝑥
+ 12

𝜕2𝑢(𝑥. ∅)

𝜕2𝑥
+ 12𝑣

𝜕2v(𝑥. ∅)

𝜕𝑥𝜕∅

+ 12𝑣
𝜕𝑤(𝑥. ∅)

𝜕𝑥
]

+
𝐸

(1 + 𝑣)
[
𝜕3𝑤(𝑥. ∅)

𝜕𝑥𝜕2∅
𝑅𝐿𝑛(

ℎ + 2𝑅

2𝑅 − ℎ
)

+
𝜕2𝑢(𝑥. ∅)

𝜕2∅
𝐿𝑛 (

ℎ + 2𝑅

2𝑅 − ℎ
)

+ ℎ
𝜕2v(𝑥. ∅)

𝜕𝑥𝜕∅
− ℎ

𝜕3𝑤(𝑥. ∅)

𝜕𝑥𝜕2∅
= 0 

(21) 𝐸ℎ

24(1 − 𝑣2)
[
𝜕3𝑤(𝑥. ∅)

𝜕2𝑥𝜕∅
(ℎ2𝑣 − 3ℎ2)

− 12
𝜕2v(𝑥. ∅)

𝜕2𝑥
(𝑅2𝑣 +

1

4
ℎ2𝑣 − 𝑅2

−
1

4
ℎ2) + 12

𝜕2𝑢(𝑥. ∅)

𝜕𝑥𝜕∅
𝑅(1 + 𝑣)

+ 24
𝜕2v(𝑥. ∅)

𝜕2∅
+ 24

𝜕w(𝑥. ∅)

𝜕∅
] = 0 

(22) 𝐸

24(1 + 𝑣)
[12

𝜕4𝑤(𝑥. ∅)

𝜕2𝑥𝜕2∅
(𝑅3𝐿𝑛(

ℎ + 2𝑅

2𝑅 − ℎ
) − 12𝑅2ℎ +

1

12
ℎ3

+
1

6
ℎ3)

+ 12
𝜕3𝑢(𝑥. ∅)

𝜕𝑥𝜕2∅
(𝑅2𝐿𝑛 (

ℎ + 2𝑅

2𝑅 − ℎ
)

− 𝑅ℎ) − 3
𝜕3v(𝑥. ∅)

𝜕2𝑥𝜕∅
] 

+
𝐸

(1 − 𝑣2)
[
𝜕𝑢(𝑥. ∅)

𝜕𝑥
𝑅ℎ𝑣 −

𝜕v(𝑥. ∅)

𝜕∅
(𝑅𝐿𝑛(

ℎ + 2𝑅

2𝑅 − ℎ
) − 2ℎ)

+ 𝑤(𝑥. ∅) (2𝑅𝐿𝑛(
ℎ + 2𝑅

2𝑅 − ℎ
) − ℎ)

+ (
𝜕2𝑤(𝑥. ∅)

𝜕2∅
+
𝜕3v(𝑥. ∅)

𝜕3∅

−
𝜕4𝑤(𝑥. ∅)

𝜕4∅
)(𝑅𝐿𝑛(

ℎ + 2𝑅

2𝑅 − ℎ
) − ℎ)

−
𝜕2𝑤(𝑥. ∅)

𝜕2∅
(2𝑅𝐿𝑛 (

ℎ + 2𝑅

2𝑅 − ℎ
) − 2ℎ)

−
1

12

𝜕4w(𝑥. ∅)

𝜕2𝑥𝜕2∅
ℎ2𝑣] 

−
𝐸ℎ3

12(1 − 𝑣2)
[−
𝜕4𝑤(𝑥. ∅)

𝜕4𝑥
𝑅2 +

𝜕3𝑢(𝑥. ∅)

𝜕3𝑥
𝑅 + 2

𝜕3v(𝑥. ∅)

𝜕2𝑥𝜕∅
𝑣

−
𝜕2𝑤(𝑥. ∅)

𝜕2𝑥
𝑣 −

𝜕4w(𝑥. ∅)

𝜕2𝑥𝜕2∅
𝑣]

+ 𝑃𝑧(𝑥. ∅)𝑅
2 = 0 

(23) 0 = 0 

کرنش -همان طور که مشخص است معادله تعادل چهارم به ازاء روابط تنش

تغییر مکان در نظر گرفته شده در حالت الاستیک به خودی خود برقرار -و کرنش

ای جدار نازک به استوانه د معادلات دیفرانسیلی حاکم بر پنلاست. بنابراین تعدا

سیستمی از دو معادله با مشتقات مرتبه دوم و یک معادله با مشتقات مرتبه 

چهارم در بردارنده سه مولفه تغییر مکانی مجهول 

𝑤(𝑥. ∅). 𝑢(𝑥. ∅). 𝑣(𝑥. کاهش می یابد. در ادامه با در نظر گرفتن شرایط  (∅

نه نامتناهی حل های فوریه دوگامرزی پوسته، معادلات بالا به کمک روش سری

 خواهند شد. 
 شرایط مرزی -2-6

ای جدار نازک های استوانهحاکم بر پنل سینماتیکی و استاتیکی مرزی شرایط

های بر حسب تغییر مکان (6-7)توان به کمک روابط را می

.𝑤(𝑥 مجهول ∅). 𝑢(𝑥. ∅). 𝑣(𝑥. بیان کرد. در این مقاله فرض بر این است  (∅

𝑥) نلاد محوری پکه شرایط مرزی در امتد = 0. 𝑥 = 𝐿 ساده و در امتداد )

∅) محیطی پنلهای لبه = 0. ∅ =  . ( گیردار است0∅

  اگر لبه𝑥 = ساده باشد روابط حاکم بر آن به دارای شرط مرزی  0

 صورت زیر نوشته می شود:

(24) 𝑤(0. ∅) = 0. 𝑢(0. ∅) = 0. v(0. ∅) = 0.𝑀𝑥(0. ∅) = 0 
نهایی  شکل نیاز، مورد روابط از استفاده و( 6) انتگرالی رابطه به توجه با

.𝑀𝑥(0 شرط مرزی ثابت است  𝑥با در نظر گرفتن این نکته که در طول لبه  (∅

 هایجابجایی اساس شوند، برحذف می ∅و در نتیجه مشتقات نسبت به 

 :شودمی تعریف زیر صورت به مجهول

(25) 
𝑀𝑥(0. ∅) =

𝐸ℎ3

12(1 − 𝑣2)
[
𝜕2𝑤(0. ∅)

𝜕2𝑥
+
1

𝑅

𝜕𝑢(0. ∅)

𝜕𝑥
]

= 0 
  اگر لبه𝑥 = 𝐿  دارای شرط مرزی ساده باشد روابط حاکم بر آن به

 شود:صورت زیر نوشته می

(26) 𝑤(𝐿. ∅) = 0. 𝑢(𝐿. ∅) = 0. v(𝐿. ∅) = 0.𝑀𝑥(𝐿. ∅) = 0 
 در حالیکه،

(27) 
𝑀𝑥(𝐿. ∅) =

𝐸ℎ3

12(1 − 𝑣2)
[
𝜕2𝑤(𝐿. ∅)

𝜕2𝑥
+
1

𝑅

𝜕𝑢(𝐿. ∅)

𝜕𝑥
]

= 0 
  اگر لبه∅ = دارای شرط مرزی گیردار باشد روابط حاکم بر آن  0

 شود:به صورت زیر نوشته می

(28) 
𝑤(𝑥. 0) = 0. 𝑢(𝑥. 0) = 0. v(𝑥. 0) = 0.

𝜕w(𝑥. 0)

𝜕∅
= 0 

  اگر لبه∅ = دارای شرط مرزی گیردار باشد روابط حاکم بر آن  0∅

 :شودبه صورت زیر نوشته می

(29) 
𝑤(𝑥. ∅0) = 0. 𝑢(𝑥. ∅0) = 0. v(𝑥. ∅0) = 0.

𝜕w(𝑥. ∅0)

𝜕∅
= 0 

 سری فوریه دوگانه نامتناهی-3

متناهی های نایک روش برای حل معادلات دیفرانسیلی جزئی استفاده از سری

-تعریف میمتناهی های نااین روش متغیرهای مجهول به شکل سری است. در

گیرد که شرایط مرزی مسئله برآورده شوند. حوی انجام میشوند و این کار به ن

اهی از معادلات جبری با انجام این کار معادلات با دیفرانسیل جزئی به دستگ

روش بسط سری فوریه های نامتناهی، در میان سری. خطی تبدیل خواهد شد

ای با انواع ، روشی قدرتمند در حل معادلات دیفرانسیل پارهنامتناهی دوگانه

است. در این روش تمامی مجهولات  محوریهای شعاعی، محیطی و بارگذاری
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شوند و نهایتاً و معلومات مسئله بر اساس بسط سری فوریه دوگانه بیان می

بسط  های مجهول در مسئله را به دست آورد. در این مقالهوان تغییر مکانتمی

بارگذاری فشاری در امتداد شعاعی های تغییر مکانی و سری فوریه دوگانه میدان

𝑧 بر اساس متغیرهای محوریبر روی پنل ، x  تعریف شده است ∅و محیطی .

گیردار به -سادههای دوگانه با در نظر گرفتن شرایط مرزی این سریشکل کلی 

 :[17-18 ,12] صورت زیر است
(30) 

[

𝑤
𝑢
v
𝑃𝑧

] = ∑ ∑

[
 
 
 
𝑤𝑚𝑛 cos(𝑛∅) sin(𝜆𝑥)

𝑢𝑚𝑛 cos(𝑛∅) cos(𝜆𝑥)

v𝑚𝑛 sin(𝑛∅) sin(𝜆𝑥)

𝑃𝑚𝑛 cos(𝑛∅) sin(𝜆𝑥) ]
 
 
 ∞

𝑛=0

∞

𝑚=1

 

λدر این رابطه =
𝑚𝜋

𝐿
انتخاب  ایاستوانه است. برای دستگاه مختصات 

ها های فوریه و مشتقات آن، تمامی جملات موجود در بسطنلپی شده بر رو

رایط شوند که مطابق با شدر انتهای پوسته حذف می sin(𝜆𝑥)شامل عبارت

در  (30)مرزی در نظر گرفته شده برای آن است. با جایگزین نمودن روابط 

دستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم، دستگاه معادلات جبری خطی شامل ضرایب 

.𝑤𝑚𝑛))ها فوریه تغییر مکان 𝑢𝑚𝑛. v𝑚𝑛) )آید. با حل ه دست میو بارگذاری ب

نمودن این دستگاه معادلات جبری خطی ضرایب فوریه مجهول برای تغییر 

 شوند.محاسبه می 𝑃𝒎𝒏ها بر اساس ضریب فوریه بارگذاری مکان
 ه دوگانه نامتناهییفشار تماسی در فرم سری فور-3-1

ا هر فرم ب نلبه منظور اعمال بارگذاری از نوع فشار تماسی در امتداد شعاعی پ

فشار  توزیع دلخواه می توان از سری فوریه دوگانه نامتناهی استفاده کرد. تابع

شود و در به صورت یک سری فوریه دوگانه نامتناهی در نظر گرفته می یتماس

گردد. این روش اعمال فشار تماسی برای حل به محدوده بارگذاری اعمال می

بر ری فوریه دوگانه بارگذاری های فوریه نامتناهی مناسب است. سکمک سری

 شود:ای جدار نازک به صورت زیر تعریف میاستوانه نلپ روی
(31) 

𝑃(𝑥. ∅) = ∑ ∑𝑃𝑚𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

cos (𝑛∅)sin (𝜆𝑥) 

با محاسبه انتگرال دوگانه زیر در محدوده بارگذاری  𝑃𝑚𝑛ضرایب فوریه 

 شوند:اعمالی و هم چنین محدوده خود جسم محاسبه می

(32) 
𝑃𝑚𝑛 =

4

𝑎𝑏
∫ ∫ 𝑃𝑧(𝑥. ∅)cos (𝑛∅)sin (𝜆𝑥)𝑑𝑥𝑑∅

𝜂+
𝑑

2

𝜂−
𝑑

2

𝜁+
𝑐

2

𝜁−
𝑐

2

 

.𝜁در این رابطه )، 2شکل مطابق با  𝜂 مختصات مرکز بارگذاری است و )

(𝑐. 𝑑می باشند.  پوسته در امتداد محوری و محیطی ( به ترتیب ابعاد بارگذاری

فوریه بارگذاری در تابع توزیع فشار به سری ی به وجود آمده در تبدیل خطاها

و برای حذف آن از روش کنند ه عنوان پدیده گیبس تعریف مینقاط مرزی را ب

 رگذاری باسری فوریه با ،شود. در این روش تقریبیتقریبی سیگما استفاده می

اقع همان ترم شود. این ضرایب جدید در واعمال ضریب جدیدی بازنویسی می
sin (𝛼)

𝛼

𝑠𝑖𝑛𝑠(𝛽)

𝛽
α برابر باها آنمقادیر ثوابت  که هستند (33)در رابطه  =

𝑛𝜋

𝑁
. 𝛽 =

𝑚𝜋

𝑀
. 𝑛 = [1. . 𝑁].𝑚 = [1. .𝑀]  .بارگذاری در این مقاله  است

فشاری یکنواخت بر روی سطح خارجی پوسته در یک محدوده مستطیلی اعمال 

در  ها با توزیع یکنواختیبی برای اصلاح بارگذارییاین روش تقرشود و می

 بسیار مفید است.  محدوده بارگذاری

(33) 𝑃(𝑥. ∅)

= ∑ ∑𝑃𝑚𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

sin (𝛼)

𝛼

𝑠𝑖𝑛(𝛽)

𝛽
cos (𝑛∅)sin (𝜆𝑥) 

 
Fig. 2 Pressure loading characteristics on the outer surface of the 

panel 
 مشخصات بارگذاری فشاری بر روی سطح خارجی پوسته 2شکل 

 تهسپوتحت بارگذاری در سطح خارجی  ایاستوانه نلدر نتیجه برای یک پ

𝑎با در نظر گرفتن  = 𝐿. 𝑏 = ∅0𝑅 سری فوری بارگذاری به  (33)ه در رابط

 صورت زیر تعریف می شود:
(34) 𝑃𝑧(𝑥. ∅)

= ∑
𝑃𝑚0
2

sin (𝛽)

𝛽

𝑀

𝑚=0

sin(𝜆𝑥)

+ ∑ ∑𝑃𝑚𝑛
sin (𝛼)

𝛼

𝑠𝑖𝑛𝑠(𝛽)

𝛽

𝑁

𝑛=1

𝑀

𝑚=1

cos (𝑛∅)sin (𝜆𝑥) 

 که ضرایب فوریه آن برابر است با:

)35( 𝑃𝑚0 =
2

𝑎𝑏
∫ ∫ 𝑃𝑧(𝑥. ∅)sin (𝜆𝑥)𝑑𝑥𝑑∅

𝜂+
𝑑

2

𝜂−
𝑑

2

𝜁+
𝑐

2

𝜁−
𝑐

2

 

𝑃𝑚𝑛 =
4

𝑎𝑏
∫ ∫ 𝑃𝑧(𝑥. ∅)cos (𝑛∅)sin (𝜆𝑥)𝑑𝑥𝑑∅

𝜂+
𝑑

2

𝜂−
𝑑

2

𝜁+
𝑐

2

𝜁−
𝑐

2 های تاثیر پدیده گیبس در تقریب صحیح سری فوریه برای بارگذاری 

 فشاری در قسمت ارائه نتایج نشان داده خواهد شد.

 مدل سازی المان محدود -4

ی آزمایی نتایج به دست آمده از در این مقاله از روش المان محدود برای راست

ای تحت بارگذاری خارجی استفاده های استوانهنلحل معادلات ناویر حاکم بر پ

-استوانه پنلپلاستیکی از -الاستیک برای رسیدن به این هدف مدل شده است. 

ایجاد شد. از آنجاییکه فرض بر این در نرم افزار انسیس  غیرخطی بعدی ای سه

معیار تسلیم فون مایزز برای  ها در پنل الاستیک باشند،است که تغییر شکل

کرنش -تسلیم ماده در نظر گرفته شد و رفتار مواد به صورت الاستیکشناسایی 

 استفاده از با ایاستوانه نلپ محدود المان سختی خطی تعریف گردید. مدل

 با نل. پشدایجاد  ای پنلمختصه زاویه و دیواره ضخامت میان صفحه، شعاع

 هر در آزادی درجه شش با SHELL181 ای گره 4 پوسته المان از ستفادها

 برایاین نوع از المان . شد سازیمدل( تا دورانی سه وتا انتقالی  سه) گره

منحنی رفتار ماده بر . است مناسب بزرگ هایکرنشو  غیرخطی کاربردهای

م در نر TB، BISOتوسط دستور  3اساس کرنش سختی خطی مطابق با شکل 

بر  خارجی یکنواخت فشار صورت به بارگذاری. است شده تعریفافزار انسیس 



 مکانیک محاسباتی و تجربی پنجمین همایش ملی

  تهران، دانشگاه تربیت دبیر شهید رجائی

  1401ماه بهمن  27

5th National Conference on Computational 

and Experimental Mechanics, SRTTU, Tehran 

16 February 2023 

 

6 

 

ا ب نلپ خارجی سطح روی بر بارگذاری. شد مدل ایاستوانه نلپ میانی شعاع

 . گرددمی اجرا انسیس مجموعه در سطحی بارگذاری دستور

 
Fig.3 Idealized stress–strain curve for a linear hardening 

material 
 خطی با رفتار کرنش سختی ماده یک برای آل ایده کرنش-تنش منحنی 3شکل

 که است مطلوب ای،استوانه پنل بارگذاری و هندسه در تقارن به توجه با

آن  حل زمان هم و مدل اندازه هم تا شود سازی مدل نلپ از چهارم یک فقط

-مش و تقارنی ،مرزی شرایطای از مدل ایجاد شده به همراه نمونه. یابد کاهش

 داده نشان 4 شکل در دلخواه ابعاد با ایاستوانه نلپ برای محدود المان بندی

ها تست مانلا ست برای به دست آرودن تعداد بهینهلازم به ذکر ا. است شده

 ها انجام شده است. همگرایی پاسخ

 
Fig. 4 Boundary and symmetry condition, Finite element mesh and 
loading for quarter model of cylindrical panel 

 برای بارگذاری فشاری و محدود المان مش بندی تقارنی، مرزی، شرایط 4 شکل

 ایاستوانه پنل یک چهارم مدل

 آنالیز عددی -5

های نلپتغییر مکان در  بینیپیش به قادر مقاله این در شده ارائه تحلیلی مدل

و  )یکنواخت و غیر یکنواخت( از بارگذاری فشاری ای تحت هر فرمینهاستوا

زیرا در  .است نلدر سطح خارجی پ)مستطیلی، بیضوی و ...( ل بار ناحیه اعما

و  شود، توزیع فشار به صورت سری فوریه دوگانه نامتناهی بیان میاین مدل

  .دهای فوریه نامتناهی هستنانواع توابع قابل بیان به صورت سری

در جدول و ضخامت دیوار  نلزاویه پ، شعاع میان صفحهشامل  نلپ ابعاد

نشان داده شده است. به علاوه مشخصات سه مدل متفاوت بر اساس زاویه  2

ها برای راستی آورده شده است. از این مدل 3بارگذاری در جدول  شرایطپنل و 

د. همان طور که شوآزمایی نتایج و هم چنین مطالعه پارامتریک استفاده می

های دچار تغییر شکل نلمیزان بارگذاری به حدی است که پقبلا بیان شد 

پلاستیک نگردد و برای تشخیص آن از معیار فون مایزز استفاده شده است. به 

های مخالف هم ردار در لبهگی-ها دارای شرایط مرزی سادهی مدلعلاوه تمام

 هستند. 
  ایهاستوان پنل هندسی ابعاد 2 جدول

Table 2 Geometric dimensions of cylindrical panel 

𝑆̂ = 𝑅∅0 ∅0 𝑅 (m) ℎ (m) 
ℎ
𝑅⁄  

𝐿 (m) 

1.168 180° 0.37225 0.015 0.04 2 

 
 مدل های پنل استوانه ای بر اساس زاویه پنل و شرایط بارگذاری متفاوت 3جدول 

Table 3 cylindrical panel models based on panel angle and different 

loading conditions 
𝑑 𝑐 𝜂 𝜁 𝑏 𝑎 𝑃𝑧(𝑥. ∅) = 𝑃0 مدل 
𝜋
6⁄  0.4 𝜋

4⁄  1 𝜋

2
∗ 𝑅 2 0.5 Mpa 𝑃1 

𝜋
6⁄  0.4 𝜋

2⁄  1 𝜋 ∗ 𝑅 2 0.5 Mpa 𝑃2 
𝜋
6⁄  0.4 3𝜋 4⁄  1 3

𝜋

2
∗ 𝑅 2 0.5 Mpa 𝑃3 

ر تبدیل بارگذاری یکنواخت فشاری به سری در ابتدا تاثیر پدیده گیبس د

سری  تفاوت 5 شکلگیرد. در فوریه دوگانه نامتناهی مورد بررسی قرار می

دوگانه متناهی برای اعمال بارگذاری یکنواخت فشاری با و بدون در نظر گرفتن 

شان داده شده است. همان طور که مشخص ن 𝑃2مدل بر اساسپدیده گیبس 

ده گیبس در معادلات وجود ندارد مقدار فشار یکنواخت در است زمانی که پدی

مرزهای بارگذاری به شدت نوسانی است و سری فوریه تقریب مناسبی از 

ه پدیدروابط ه ر ادامبر همین اساس د کند.بارگذاری یکنواخت را پیش بینی نمی

 شود.تحلیلی در نظر گرفته می سازیمدلگیبس در 

 
نا متناهی تابع بارگذاری فشاری با و بدون در نظر سری فوریه دوگانه  5شکل 

 گرفتن پدیده گیبس
Fig. 5 Dual infinite Fourier series of pressure loading function with 
and without Gibbs phenomenon 

های فوریه دوگانه های مجهول به فرم سریبا جایگذاری تغییر مکان

یتا به دستگاه معادله خطی بر حسب ضرایب نامتناهی در معادلات تعادل، نها

(𝑤𝑚𝑛 . 𝑢𝑚𝑛. v𝒎𝒏 خواهیم رسید. با حل این دستگاه معادلات ضرایب فوریه )

توان نتایج مدل ارائه در توابع مجهولات محاسبه می شوند و به این ترتیب می

ه کرد. شده را با نتایج شبیه سازی المان محدود توسط نرم افزار انسیس مقایس

 بر همین اساس این ضرایب به صورت محاسبه شدند:



 مکانیک محاسباتی و تجربی پنجمین همایش ملی

  تهران، دانشگاه تربیت دبیر شهید رجائی

  1401ماه بهمن  27

5th National Conference on Computational 

and Experimental Mechanics, SRTTU, Tehran 

16 February 2023 

 

7 

 

(36) 𝑤𝑚𝑛 = (12𝑅4 (𝑅4𝜆2 + (
ℎ2𝜆2

24
+ 𝑛2) 𝑅2 −

ℎ2𝜆2

24
) (𝑅2𝜆2 + 𝑛2) 

(𝑣2 − 1)𝑃𝑚𝑛)

/(

(

  
 
1 −

ℎ4𝜆4 − 48𝑛2𝜆2(𝑣 + 1)ℎ2 + 288𝑣2 − 288)

24𝑅2𝜆4ℎ2

−
(ℎ4𝜆4 + 48 (𝑛2 +

𝑣

2
) ℎ2𝜆2 + (−1152𝑣 − 576)𝑛4)

288𝑅4𝜆4

−
(576𝑣2 − 576)𝑛2 + 432(576𝑣2 − 576) − 144)

288𝑅4𝜆4

−

(𝑣𝜆4(1 + 𝑛2)ℎ4 + 24(
(𝑣2 + 2𝑣)𝑛4 +

(
3

2
𝑣2 + 2𝑣 −

3

2
) 𝑛2 +

𝑣2

2

)ℎ2𝜆2)

288𝑅6𝜆6

−
(𝑣 − 576(−1 + (1 + 𝑣)𝑛4)𝑛2)

288𝑅6𝜆6

+
(𝜆4(𝑛2 − 𝑣2 + 1)ℎ4 − 48 (𝑛2 +

1

2
) 𝑣ℎ2𝜆2𝑛2 + 288𝑛6 − 288𝑛2) 𝑛2

288𝑅8𝜆8

+
ℎ2𝑛4(𝑛2 + 1)(ℎ2𝜆2𝑣 − 12𝑛2 + 12)

288𝑅10𝜆8

)

  
 
ℎ𝐸) 

(37) 𝑢𝑚𝑛
= ((𝑣2

− 1)𝑃𝑚𝑛𝑅
3𝜆

(

 
 
 

(
𝑅4𝜆4

24
+
𝑅2𝜆2𝑣

24
−
𝑛2(𝑛2 + 1)

24
) ℎ4

+(𝑅4𝜆4 + ((𝑣 + 2)𝑛2 +
3

2
𝑣)𝑅2𝜆2 −

3

2
𝑛2)𝑅2ℎ2

+12𝑅6𝜆2𝑣 − 12𝑅4𝑛2 )

 
 
 
) 

/((−
𝜆2(𝑅2𝜆2 + 𝑛2𝑣)(𝑅4𝜆4 + 𝑅2𝜆2𝑣 − 𝑛4 − 𝑛2)ℎ6

288
 

+ℎ4

(

 
 
 
 
 −

𝑅8𝜆8

24
−
(𝑛2 +

1

2
𝑣)𝑅6𝜆6

6
−

𝑅4𝜆4 ((𝑣2 + 2𝑣)𝑛4 + (
3

2
𝑣2 + 2𝑣 −

3

2
) 𝑛2 +

1

2
𝑣2)

12

−
𝑣𝑛4𝑅2𝜆2 (𝑛2 +

1

2
)

6
−
𝑛8

24
+
𝑛4

24 )

 
 
 
 
 

 

+

(

 
 
 
 
 

𝑅8𝜆8 + 2𝑛2𝜆6𝑅6(1 + 𝑣) + 4𝜆2

(

 
 
 
(𝑣 +

1

2
)𝑛4 +

(−
1

2
𝑣2 +

1

2
)𝑛2

−
3

8
𝑣2 +

1

8 )

 
 
 

𝑅4

+2𝑛2𝜆2(−1 + (𝑣 + 1)𝑛4)𝑅2 + 𝑛8 − 𝑛4 )

 
 
 
 
 

𝑅2ℎ2 

+(−12𝑣2 + 12)𝑅8𝜆4)ℎ𝐸) 

(38) 

v𝑚𝑛 = (−12

(

 
 
 
 

(
𝑅4𝜆4 + 𝑅2𝜆2𝑣 + 𝑛2(𝑛2 + 1)

288
) ℎ4 +

𝑅2ℎ2 (𝜆2 ((𝑣 + 2)𝑛2 +
3

2
𝑣 + 2) 𝑅2 + 𝑛4 +

1

2
𝑛2)

12
+

𝑅4(𝜆2(𝑣 + 2)𝑅2 + 𝑛2) )

 
 
 
 

 

𝑅2𝑃𝑚𝑛(𝑣
2 − 1)𝑛) 

/(−
𝜆2(𝑅4𝜆4 + 𝑅2𝜆2𝑣 − 𝑛4 − 𝑛2)(𝑅2𝜆2 + 𝑛2𝑣)ℎ6

288
 

+(

−
𝑅8𝜆8

24
−
𝑅6𝜆6 (𝑛2 +

1

2
𝑣)

6

−
𝜆4 ((𝑣2 + 2𝑣)𝑛4 + (

3

2
𝑣2 + 2𝑣 −

3

2
) 𝑛2 +

1

2
𝑣2)𝑅4

12

−
𝜆2 (𝑛2 +

1

2
) 𝑣𝑛4𝑅2

6
−
𝑛8

24
+
𝑛4

24

)ℎ4 

+𝑅2(𝑅8𝜆8 + 2𝑛2𝑅6𝜆6(𝑣 + 1)4𝜆4

((𝑣 +
1

2
)𝑛4 +

1

2
(1 − 𝑣2)𝑛2 −

3

8
𝑣2 +

1

8
)𝑅4

+2ℎ2𝜆2𝑛2(−1 + (𝑣 + 1)𝑛4)𝑅2 + 𝑛8 − 𝑛4

)ℎ2 

+(−12𝑣2 + 12)𝑅8𝜆4)ℎ𝐸) 

ای از نتایج به دست آمده از حل تحلیلی با نتایج شبیه مقایسه 6در شکل

، محیطی و ها در سه راستای شعاعیلمان محدود برای تغییر مکانسازی ا

نتایج  آورده شده است. 3در جدول  𝑃𝟐ای مطابق با مدل استوانه محوری پنل

0های شعاعی و محوری در امتداد مسیر )برای تغییر مکان ≤ 𝑥 ≤ 𝐿. ∅ =

∅0
2
𝑥( و برای تغییر مکان محیطی در امتداد مسیر )⁄ = 𝐿

2⁄ . 0 ≤ ∅ ≤

همان طور که مشخص است هر دو روش سازگاری خوبی  ( رسم شده است.0∅

شرایط مرزی  توان نتایج مدل تحلیلی ارائه شده را تایید کرد.با هم دارند و می

تغییر مکان شعاعی است.  کاملا برآورده شده (24-29)پنل مطابق با روابط 

در حالی است که تغییر  ماکزیمم مقدار خود را در طول میانی پنل دارد و این

مکان محوری در این طول میانی برابر با صفر است و در طول ابتدایی و میانی 

پنل ماکزیمم مقدار خود را دارد. در مورد تغییر مکان محیطی نیز در زاویه 

 میانی پنل مقدار صفر را دارد.

 
 الف: تغییر مکان شعاعی

 
 تغییر مکان محوریب: 
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 ج: تغییر مکان محیطی

مقایسه نتایج مدل تحلیلی با شبیه سازی المان محدود بر اساس تغییر  6شکل 

 مکان های شعاعی، محیطی و محوری
Fig. 6 Comparison of analytical model results with finite 

element simulation based on the radial, circumferential and 

axial displacements 
انجام  3در جدول  𝑃3تا  𝑃1هایدر ادامه مطالعه پارامتریک بر اساس مدل

نشان داده  7و محوری در شکل  های شعاعیشده است. نتایج برای تغییر مکان

تا  𝑃1ها از مشخص است زمانی که مدل 3شده است. همان طور که از جدول 

𝑃3 کنند ناحیه تحت بارگذاری فشاری و مقدار باگذاری ثابت است اما تغییر می

با تغییر شعاعی  ، در تغییر مکان7کند. بر اساس نتایج شکل زوایه پنل تغییر می

ماکزیمم تغییر مکان در راستای شعاعی را در طول میانی   𝑃2زاویه پنل، مدل 

زاویه پنل برابر  𝑃2قرار دارند. در مدل  𝑃3و  𝑃1های خود دارد و بعد از آن مدل

هایی با زاویه شود تا نسبت به پنلاست و شرایط هندسی پنل باعث می °180با 

تغییر مکان شعاعی بیشتری را تحمل نماید. اما در مورد تغییر  °270و  90°

مکان محوری بیشترین تغییر  𝑃1مکان محوری این شرایط صادق نیست. مدل

کمترین را دارا است. دلیل آن هم این است که در طول میانی لوله  𝑃3و مدل 

مقدار تغییر مکان محوری صفر است و به نوعی نقطه عطف تغییرات در تغییر 

 آید.مکان محوری به شما می

 
 الف: تغییر مکان شعاعی

 
 وریب: تغییر مکان مح

 𝑃3تا  𝑃1مطالعه پارامتریک برای پنل های مدل 7شکل 

Fig. 7 Parametric study for panel models 𝑃1 to 𝑃3 

 نتیجه گیری -6

 ایاستوانه نلپ الاستیک رفتار تحلیل و تجزیه برای تحلیلی مدل در این مقاله

 ناویر روش از. شد ارائه ی در سطح خارجیفشار بارگذاری تحت نازک جدار

 نلپ. شد استفاده هانبازنویسی معادلات تعادل حاکم به فرم تغییر مکا برای

 سازیمدل نازک های جدارپوستهفلوگه حاکم بر  تئوری از استفاده با ایاستوانه

 بر خارجی گذاریبار عنوان به مستطیلی ناحیه در یفشار یکنواخت توزیع. شد

دیفرانسلی تعادل در فرم ناویر معادلات . گرفته شدنظر  در ایاستوانه لنپ روی

منظور پیش به  دوگانه نامتناهی حل شدند. های فوریهبه کمک روش سری

 یده گیبس به معادلات اضافه شدند. بینی دقیق بارگذاری در حل فوریه، روابط پد

راستی آزمایی لمان محدود ا سازیشبیهارائه شده به کمک نتایج  تحلیلی مدل

 ،ایاستوانه نلپ بارگذاری و یمرزشرایط  در یتقارن شرایطتوجه به با  .گردید

ن محدود در نرم افزار انسیس، شبیه سازی الما زمان و حجم موثر کاهش برای
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هر دو روش سازگاری بسیار خوبی را با هم یج انتهارم پنل مدل گردید. چیک 

ای با ابعاد هندسی ههای استوانارائه شده توانایی کاربرد برای پنلداشتند. مدل 

شرایط بارگذاری مختلف  و هم چنین (زاویه پنل، شعاع میان صفحه) گوناگون

0∅) هالوله توانهمین اساس میارد. بر درا  = 360
را تحت شرایط بارگذاری  (°

-تغییر مکان یهاسازی تحلیلی نمود و میدانناشی از تماس اجسام سخت مدل

 برخورد به دست آورد. یدر نواحتنش را 

 مراجع -7
[1] Tribological Design Data, Part 3: Contact Mechanics, The Tribology 

Group Secretary, The Institution of Mechanical Engineers, 1 

Birdcage Walk, London, SW1H 9JJ. 

[2] A. Sohouli, A. Goudarzi and R. Akbari Alashti, Finite Element 
Analysis of Elastic-Plastic Contact Mechanic Considering the Effect 

of Contact Geometry and Material Properties, Journal of Surface 

Engineered Materials and Advanced Technology, pp. 125-129, 
2011. 

[3] G. Pugliese, S. M. O. Tavares, E. Ciulli and L. A.  Ferreir, Rough 

Contacts between Actual Engineering Surfaces Part II. Contact 
Mechanics, Wear, Vol. 264, pp. 1116-1128, 2008. 

[4] A. Perez-Gonzalez, C. Fenollosa-Esteve, F. Sanchez-Marın and M. 

Vergara, A modified elastic foundation contact model for 
application in 3D models of the prosthetic knee, Medical 

Engineering & Physics, Vol. 30, pp. 387–398. 2008/ 

[5] S. B. Peyronnelb, A. Wanga and Q. J. Keera, An extension of the 
Hertz theory for three dimensional coated bodies. Tribology Letters, 

Vol. 18, pp. 303-314, (2005). 

[6] R. Akbari Alashti, S. Jafari, Analytical Hertz Model of Indentation 
on Pipes by Rigid Spherical Indenters, 21st Annual International 

Conference on Mechanical Engineering-ISME2013. 

[7] S. Jafari, An investigation of stress-strain distribution of an elastic 
thin cylindrical panel under lateral pressure, Journal of Scientific 

and Engineering Research, Vol. 4, pp. 342-359, 2017. 

[8] I. G, Goryacheva, Contact Mechanics in Tribology. Springer, 1988. 
[9] K. L. Johnson, Contact Mechanics. Cambridge University Press, 

1985. 

[10] E. ventsel, T. krouthammer, Thin plates and shells: theory, analysis 
and applications, CRC Press, 2001. 

[11] J. L. Sanders, An Improved First Approximation Theory for Thin 

Shells, NASA TR-R24, 1959. 
[12] W. Flugge, Stresses in Shells, 2nd editon, Springer-Verlag, Berlin, 

1962. 

[13] S. Timoshenko, S. Woinowsky-Krieger, Theory of Plates and Shells, 
McGraw-Hill, New York, 1959. 

[14] F. Niordson, Shell theory, Elsevier Science Publication, Amsterdam, 

1985. 
[15] T. KANT, M. P. MENON, Estimation of inter laminar stresses in 

fiber reinforced composite cylindrical shells, computer and structure, pp. 

131-1471, 1991. 
[16] Ansys engineering analysis system, ver. 12, ANSYS, Inc. 

[17] A. Tooth and A. Motashar, Radial Loading of a Cylindrical Vessel 

through a Rectangular Rigid Attachment, International Journal of 
Pressure Vessels and Piping, Vol. 37, pp. 345- 363, 1989. 

[18] K. Weicker, R. Salahifar, and M. Mohareb, M, Shell analysis of 

thin-walled pipes. Part I: Field equations and solution, International 
Journal of Pressure Vessels and Piping, Vol. 87, pp. 402-413, 2010. 

 
 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 


