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چکیده

مایل را علوم سایر نظران صاحب و ریاضیدانان مختلف، علوم در آن فراوان کاربردهای و خاص ساختار با ماتریس هایی
تا می دهیم ارائه را الگوریتمی مقاله این در نمایند. محاسبه متعدد روش های از را آن ها معکوس تا نموده الگوریتم هایی ارائه به

نماییم. محاسبه را نامتقارن یافته ی ساختار ماتریس های از بعضی معکوس

نامتقارن ماتریس های معکوس، یافته، ساختار ماتریس های کلیدی: واژه های
15B36 ،15A23 ،15A03 :[٢٠١٠] ریاضی موضوع بندی کد

مقدمه ١

اصلی، قطر روی درایه های در خاصی نظم دارای که هستند یافته ای ساختار ماتریس های هنکل و توپلیتز ماتریس های خطی جبر در
می باشند. اصلی قطر پایین و بالا

معکوس [١] در که طوری به [٢–٨] کرده اند بررسی را آن ها پایداری و کرده اند کار ماتریس ها این معکوس روی بر متفاوتی نویسندگان
می کنیم ثابت همچنین و می دهیم تعمیم نامتقارن ماتریس های برای را روش این ما است. آمده بدست متقارن توپلیتز ماتریس های
بیان را روش بودن وضع خوش ادامه در و بیاوریم بدست را نامتقارن و متقارن هنکل ماتریس های معکوس روش این با می توانیم

می کنیم.

است. n× n توپلیتز ماتریس یک T ماتریس .١. ١ تعریف

T =


a٠ a−١ a−٢ · · · a١−n

a١ a٠ a−١ · · · a٢−n

a٢ a١ a٠ · · · a٣−n
...

...
...

. . .
...

an−١ an−٢ an−٣ · · · a٠

 . (١)

می کنیم. استفاده T نمایش برای زیر شده کوتاه فرم از ما هستند مختلط اعداد a−(n−١), · · · , an−١ که جایی

T =

(
a

p− q

)n

p,q=١
. (٢)

داریم. متقارن توپلیتز ماتریس های برای [١] در

KT − TK = feTn − e١f
TJ. (٣)
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که جایی

K =


٠ ١

١
. . .

. . .
. . .

١ ٠

 , J =

 ١

. .
.

١

 , e١ =


١
٠
...
٠

 , en =


٠
...
٠
١

 , f =


٠

an−١ − a−١
...

a٢ − a−n+٢
a١ − a−n+١

 .

آن صحت عدم نقض مثال یک با می توان نیست صحیح نامتقارن توپلیتز ماتریس های برای (١) معادله ی که است مشخص بوضوح
نمود. بررسی را شده اشاره ماتریس های برای را

اصلی نتایج ٢

می کنیم بیان را نامتقارن و متقارن توپلیتز ماتریس های در T−١ محاسبه ی برای را [١] مقاله ی شده ی اصلاح الگوریتم بخش این در
می دهیم. بسط نامتقارن و متقارن هنکل ماتریس های معکوس محاسبه ی برای را روش این سپس و

شود. تعریف زیر صورت به نیز f و باشند قبل مانند J و K و T کنید فرض .٢. ١ گزاره

f =
[
f١ f٢ · · · fn

]T
.

داشت: خواهیم بنابراین

KT =



an−١ an−٢ an−٣ · · · a١ a٠
a٠ a−١ a−٢ · · · a٢−n a١−n

a١ a٠ a−١ · · · a٣−n a٢−n

a٢ a١ a٠ · · · a۴−n a٣−n
...

...
...

. . .
...

...
an−٢ an−٣ an−۴ · · · a٠ a−١


, TK =


a−١ a−٢ a−٣ · · · a١−n a٠
a٠ a−١ a−٢ · · · a٢−n a١
a١ a٠ a−١ · · · a٣−n a٢
...

...
...

. . .
...

...
an−٢ an−٣ an−۴ · · · a٠ an−١



KT − TK =


an−١ − a−١ an−٢ − a−٢ an−٣ − a−٣ · · · a١ − a١−n ٠

٠ ٠ ٠ · · · ٠ a١−n − a١
٠ ٠ ٠ · · · ٠ a٢−n − a٢
...

...
...

. . .
...

...
٠ ٠ ٠ · · · ٠ a−١ − an−١

 .

طرفی: از

feTn − e١f
TJ =


−fn −fn−١ −fn−٢ · · · −f٢ ٠

٠ ٠ ٠ · · · ٠ f٢
٠ ٠ ٠ · · · ٠ f٣
...

...
...

. . .
...

...
٠ ٠ ٠ · · · ٠ fn

 .

.f =


f١

a١−n − a١
...

a−٢ − an−٢
a−١ − an−١

 بوضوح

کنیم. بیان را شده اصلاح الگوریتم می توانیم هم اکنون

٢
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توپلیتز ماتریس معکوس آوردن بدست برای (٣) معادله ی آنگاه باشد (١) مانند n × n توپلیتز ماتریس T کنید فرض .٢. ٢ لم
هرگاه: می شود استفاده نامتقارن و متقارن

f =


٠

a١−n − a١
...

a−٢ − an−٢
a−١ − an−١


Tx = f و Ty = e١ معادلات از یک هر اگر می شود، تعریف (٢) مشابه که است توپلیتز ماتریس یک T کنید فرض .٢. ٣ قضیه

آنگاه: y = (y١, y٢, · · · , yn)T و x = (x١, x٢, · · · , xn)T که طوری به باشند پذیر معکوس

است. پذیر معکوس T الف-

.[١] T−١ = T١U١ + T٢U٢ ب-

که جایی

T١ =


y١ yn · · · y٢

y٢ y١
. . .

...
. . .

. . . yn
yn · · · y٢ y١

 , U١ =


١ −xn · · · −x٢

١
. . .

...
. . . −xn

١

 T٢ =


x١ xn · · · x٢

x٢ x١
. . .

...
. . .

. . . xn
xn · · · x٢ x١

 , U٢ =


٠ yn · · · y٢

٠
. . .

...
. . . yn

٠

 .

باشد. n× n هنکل ماتریس یک H کنید فرض .۴ .٢ لم

H =


a١−n a٢−n · · · a−١ a٠
a٢−n a٣−n · · · a٠ a١
...

... · · ·
...

...
a−١ a٠ · · · an−٣ an−٢
a٠ a١ · · · an−٢ an−١

 .

می  شود: ثابت ٢. ٢ لم مشابه بوضوح بنابراین

KH −HKT = feTn − e١f
T . (۴)

اثبات.

KT − TK = feTn − e١f
TJ ⇒ KTJ − TKJ = feTnJ − e١f

TJJ

⇒ KTJ − TJKT = feT١ − e١f
T ⇒ KT −HKT = feTn − e١f

T .

که طوری به Hy = e١ و Hx = f و x, y ∈ Cn باشد هنکل ماتریس یک H کنید فرض .۵ .٢ قضیه

x = (x١, x٢, · · · , xn)T , y = (y١, y٢, · · · , yn)T

آنگاه

است. پذیر معکوس H الف-

که: جایی HT = H١U١ +H٢U٢ ب-

H١ =


y١ yn−١ yn

. .
.

. .
.

y١

yn−١ yn . .
.

yn y١ yn−١

 , U١ =


١ −x١ · · · −xn−١

١
. . .

...
. . . −x١

١

 , H٢ =


x١ xn−١ xn

. .
.

. .
.

x١

xn−١ xn . .
.

xn x١ xn−١

 , U٢ =


٠ y١ · · · yn−١

٠
. . .

...
. . . y١

٠

 .

٣
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الف- اثبات.
Hx = f ⇔ HJJx = f ⇔ TJx = f.

داریم: ما ٢. ٣ قضیه ی طبق ب-

T١ =


s١ sn · · · s٢

s٢ s١
. . .

...
. . .

. . . sn

sn · · · s٢ s١

 =


yn y١ · · · yn−١

yn−١ yn
. . .

...
. . .

. . . y١

y١ · · · yn−١ yn

 , U١ =


١ −rn · · · −r٢

١
. . .

...

. . . −rn

١

 =


١ −x١ · · · −xn−١

١
. . .

...

. . . −x١

١

 ,

T٢ =


r١ rn · · · r٢

r٢ r١
. . .

...
. . .

. . . rn

rn · · · r٢ r١

 =


xn x١ · · · xn−١

xn−١ xn
. . .

...
. . .

. . . x١

x١ · · · xn−١ xn

 , U٢ =


٠ sn · · · s٢

٠
. . .

...

. . . sn

٠

 =


٠ y١ · · · yn−١

٠
. . .

...

. . . y١

٠

 .

T−١ = T١U١ + T٢U٢
(TJ=H⇒H−١=JT−١)

=⇒ JT−١ = JT١U١ + JT٢U٢

=⇒ H−١ = JT١U١ + JT٢U٢ = H١U١ +H٢U٢.

JT١ = H١ =


y١ yn−١ yn

. .
.

. .
.

y١

yn−١ yn . .
.

yn y١ yn−١

 .

هنکل ماتریس های پایداری تحلیل ٣

نامیده پایدار الگوریتمی می دانیم ما می کنیم. بررسی را ٢ بخش در نامتقارن هنکل ماتریس های معکوس پایداری ما بخش این در
است. کوچک ∥x−x̃∥٢

∥x∥ رابطه ی و باشد نزدیک x̃ جواب به x حل های راه همه ی برای که می شود

آنگاه: باشند ۵ .٢ قضیه محاسباتی خطای و ماشین خطای ترتیب به x̃ ،ỹ و ε̃ کنید فرض .٣. ١ قضیه

∥x̃∥٢ ≤ ∥x∥١)٢ + ε̃), ∥ỹ∥٢ ≤ ∥y∥١)٢ + ε̃), ∥H١∥F =
√
n∥y∥٢, ∥H٢∥F =

√
n∥x∥٢

∥U١∥F ≤
√
n
√

١ + ∥x∥٢
٢, ∥U٢∥F ≤

√
n∥y∥٢.

داشت: خواهیم

H̃−١ = fl(H̃Ũ١ + H̃٢Ũ٢)

= fl
(
(H١ +∆H١)(U١ +∆U١) + (H٢ +∆H٢)(U٢ +∆U٢)

)
= H−١ +∆H١U١ +H١∆U١ +∆H٢U٢ +H٢∆U٢ + E + F.

است. تفریق خطای F و ماتریس خطای E می کنیم استفاده شده گفته قضیه ی معکوس فرمول های در ỹ و x̃ حل های راه از
هستند. ماتریس خطاهای ∆U٢ و ∆H١,∆U١,∆H٢

∥∆H١∥F = ε̃∥H١∥F ≤ ε̃∥H١∥F = ε̃
√
n∥y∥٢, ∥∆H٢∥F = ε̃∥H٢∥F ≤ ε̃∥H٢∥F = ε̃

√
n∥x∥٢,

∥∆U١∥F = ε̃∥U١∥F ≤ ε̃
√

١ + ∥x∥٢
٢, ∥∆U٢∥F = ε̃∥U٢∥F ≤ ε̃

√
n∥y∥٢.

۴
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که: طوری به

∥E∥٢ ≤ ∥E∥F

≤ εn
(
∥H١∥F ∥U١∥F + ∥H٢∥F ∥U٢∥F

)
≤ εn٢∥y∥٢

(√
١ + ∥x∥٢

٢ + ∥x∥٢

)
≤ εn∥y∥١)٢ + ٢∥x∥٢), ∥F∥٢ ≤ ε

√
n∥H−٢∥١.

آنگاه:
∥H̃−١ −H−٢∥١ ≤ n(٢ε̃+ nε)∥y∥١)٢ + ٢∥x∥٢) + ε

√
n∥H−٢∥١.

داریم: Hy = e١ و Hx = f گرفتن نظر در با

∥y∥٢ ≤ ∥H−٢∥١, ∥x∥٢ ≤ ∥H−٢∥١∥f∥٢.

بنابراین:
∥H̃−١ −H−٢∥١

∥H−٢∥١
≤ n(٢ε̃+ nε)(١ + ٢∥H−٢∥١)∥f∥٢ + ε

√
n.

متقارن، ماتریس های معکوس بنابراین متناهی. ∥f∥٢ آنگاه متناهی ∥H−٢∥١ که جایی و است وضع خوش H که می گیریم نتیجه ما
است. پیشرو پایدار هنکل و توپلیتز نامتقارن
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