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چکیده

ابتدا بنابراین دهیم. ارائه نواری ماتریس های معکوس یافتن برای الگوریتمي داریم سعی مقاله این در
بدست ماتریس معکوس محاسبه برای را فرمول هایی و روابط LU دولیتل روش با ماتریس کردن تجزیه با
مثال و محاسبات هزینه پایان، در می کنیم. پیاده سازی روابط این از استفاده با را الگوریتم آخر در و آورده

کنیم. می بیان متلب افزار نرم در معمولی معکوس با مقایسه در الگوریتم کارایی اثبات برای عددی

نواری ماتریس ،LUتجزیه الگوریتم، معکوس، ماتریس کلیدی: واژه های

15B36 ،15A23 ،15A03 :[۲۰۱۰] ریاضی موضوع بندی کد

مقدمه ۱

ناصفر قطرهای تعداد m و (r = ۲m+ ۱ : m = ۱, ۲, . . . ) آن در که n× n قطری rـ ماتریس یک کلی شکل
است: زیر بصورت می دهد، نشان را اصلی قطر پایین یا بالا

Gm,n =


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. . . . . . . . . . . . . . . a۲,n−۲
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۰ · · · ۰ bm,n−m · · · b۲,n−۲ b۱,n−۱ dn


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قطرهای تعداد m که (r = ۲m + ۱ : m = ۱, ۲, . . . ) آن در که n × n قطری ,r)ـ k) ماتریس یک کلی شکل
است: زیر بصورت می دهد، نشان را ناصفر قطرهای این بین فاصله k و اصلی قطر پایین یا بالا ناصفر

G(k)
m,n =



Gi,i = di i = ۱, ۲, . . . , n,
Gj,k+j = a۱,j , Gk+j,j = b۱,j j = ۱, . . . , n− k,

Gj,۲k+j = a۲,j , G۲k+j,j = b۲,j j = ۱, . . . , n− ۲k,
... ... ... ... ...
Gj,mk+j = am,j , Gmk+j,j = bm,j j = ۱, . . . , n−mk,

(۲)

هستند. (i = ۱, ۲, . . . , n) و (j = ۱, ۲, . . . ,m) به ازای غیر صفر اعداد از متناهی دنباله های bj,i و aj,i همچنین

اصلی نتایج ۲

,r) ـ k) ماتریس هر معکوس تعیین برای [۵ ،۳ ،۱] مراجع و زیر لم از استفاده با را اصلی الگوریتم بخش این در
می کنیم. پیاده سازی قطری

اگر باشند، G(k)
m,n ماتریس پیشرو اصلی کهاد های مرتبه k = ۱, ۲, . . . , n برای ،Dk کنید [۴])فرض ) .۱ .۲ لم

بصورت، LU دولیتل تجزیه یک تنها G(k)
m,n ماتریس آنگاه باشند، صفر مخالف k = ۱, ۲, . . . , n به ازای ها Dk ـ

G(k)
m,n = L(k)

m,nU
(k)
m,n (۳)

شکل، به    U و L ماتریس های آن در که دارد

L(k)
m,n =



li,i = ۱ i = ۱, ۲, . . . , n,
lk+j,j = l۱,j j = ۱, . . . , n− k,

l۲k+j,j = l۲,j j = ۱, . . . , n− ۲k,
... ... ... ...
lmk+j,j = lm,j j = ۱, . . . , n−mk,

(۴)

U (k)
m,n =



ui,i = ti i = ۱, ۲, . . . , n,
uj,k+j = u۱,j j = ۱, . . . , n− k,

uj,۲k+j = u۲,j j = ۱, . . . , n− ۲k,
... ... ... ...
uj,mk+j = um,j j = ۱, . . . , n−mk,

(۵)

.det(G(k)
m,n) =

n∏
i=۱

ti و هستند

می آوریم، بدست را زیر روابط (۳) در (۵) و (۴) ،(۲) جایگذاری با حال

ti =



di i = ۱, ۲, . . . , k,

di −
۱∑

q=p
lq,i−qkuq,i−qk p = ۱, . . . ,m− ۱, i = pk + ۱, . . . , (p+ ۱)k

di −
۱∑

q=m
lq,i−qkuq,i−qk i = mk + ۱, . . . , n.

(۶)
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داریم، j = ۱, . . . ,m− ۱ برای

uj,i =



aj,i i = ۱, . . . , k,

aj,i −
۱∑

q=p
lq,i−qkuj+q,i−qk p = ۱, . . . ,m− j − ۱, i = pk + ۱, . . . , (p+ ۱)k,

aj,i −
۱∑

q=p
lq,i−qkuj+q,i−qk p = m− j, i = (m− j)k + ۱, . . . , n− jk,

(۷)

um,i = am,i i = ۱, . . . , n−mk.

lj,i =



bj,i
ti

i = ۱, . . . , k,
bj,i−

۱∑
q=p

lj+q,i−qkuq,i−qk

ti
p = ۱, . . . ,m− j − ۱, i = pk + ۱, . . . , (p+ ۱)k,

bj,i−
۱∑

q=p
lj+q,i−qkuq,i−qk

ti
p = m− j, i = (m− j)k + ۱, . . . , n− jk,

(۸)

lm,i =
bm,i

ti
i = ۱, . . . , n−mk.

هر به ازای را G
(k)
m,n ماتریس LU دولیتل تجزیه به مربوط روابط می توانیم (۸) و (۷) ،(۶) روابط از استفاده با

کنیم. تعیین دلخواه m

ماتریس سطر j ـامین ،Sj که (G
(k)
m,n)

−۱
= S = (S۱, S۲, . . . , Sn)

t آنگاه باشد ناتکین (۲) ماتریس اگر حال
است. j = ۱, ۲, . . . , n به ازای (G(k)

m,n)
−۱

.L(k)
m,n(U

(k)
m,nS) = E داریم، است) n× n همانی ماتریس یک E) G

(k)
m,n(G

(k)
m,n)−۱ = E از استفاده با

دهید، قرار

L(k)
m,nX = E (۹)

آنگاه

U (k)
m,nS = X (۱۰)

.S = (S۱, . . . , Sn)
t و E = (E۱, . . . , En)

t ،X = (X۱, . . . , Xn)
t که

داریم، (۱۰) و (۹) از استفاده با ترتیب به

Xi =


Ei i = ۱, ۲, . . . , k

Ei −
p∑

q=۱
lq,i−qkXi−qk p = ۱, . . . ,m− ۱, i = pk + ۱, . . . , (p+ ۱)k,

Ei −
m∑
q=۱

lq,i−qkXi−qk i = mk + ۱, . . . , n.

(۱۱)

Si =



Xi
ti

i = n, n− ۱, . . . , n− k + ۱,
Xi−

p∑
q=۱

uq,iSi+qk

ti
p = ۱, . . . ,m− ۱, i = n− pk, . . . , n− (p+ ۱)k + ۱,

Xi−
m∑
q=۱

uq,iSi+qk

ti
i = n−mk, . . . , ۱.

(۱۲)

می پردازیم. الگوریتم ساخت به (۱۲) و (۱۱) ،(۸) ،(۷) ،(۶) از استفاده با اکنون

۳
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,r) ـ قطری: k) ماتریس هر معکوس تعیین برای الگوریتمی ۱ .۲

.G(k)
m,n ماتریس و k مقدار ،m مقدار ورودی: .۲ .۲ الگوریتم

.W معکوس، ماتریس خروجی:
اول: گام

For p = 0, 1, . . . ,m do
For i = pk + 1, . . . , (p+ 1)k do

ti = Gi,i −
1∑

q=p
lq,i−qkuq,i−qk

If ti = 0 then ti = z end if.
For j = 1, 2, . . . ,m− p do

uj,i = Gi,jk+i −
1∑

q=p
lq,i−qkuj+q,i−qk

lj,i =
Gjk+i,i−

1∑
q=p

lj+q,i−qkuq,i−qk

ti
end do
if p ≥ 1then
For j = m,m− 1, . . . ,m− p+ 1 do

uj,i = Gi,jk+i −
1∑

q=m−j
lq,i−qkuj+q,i−qk

lj,i =
Gjk+i,i−

1∑
q=m−j

lj+q,i−qkuq,i−qk

ti
end do
end if

end do
end do.

دوم: گام

تکین G(k)
m,n ماتریس det(G

(k)
m,n) = ۰ اگر کن جایگذاری zرا = ۰ سپس کن، محاسبه det(G(k)را

m,n) =
n∏

i=۱
ti

الگوریتم. توقف و کن چاپ خروجی در را است) تکین (ماتریس عبارت اینصورت در است.
سوم: گام

For p = 0, 1, . . . ,m do
For i = pk + 1, pk + 2, . . . , (p+ 1)k do

Xi = Ei −
p∑

q=1
lq,i−qkXi−qk

end do
end do.

چهارم: گام

For p = 0, 1, . . . ,m do
For i = n− pk, n− pk − 1, . . . , n− (p+ 1)k + 1 do

Si =
Xi−

p∑
q=1

uq,iSi+qk

ti
end do

end do.

پنجم: گام

۴



نواری ماتریس های معکوس

است. W |z=۰ معکوس، ماتریس

عددی مثال ۳

مي دهیم: نشان را الگوریتم نسبی خطای میزان عددی مثال با بخش این در

بیابید. را زیر ۱۱ × ۱۱ یازده قطری ماتریس معکوس .۱ .۳ مثال

G
(۲)
۵,۱۱ =



۲ ۰ ۱ ۰ −۲ ۰ −۱ ۰ ۳ ۰ ۱
۰ −۱ ۰ −۱ ۰ ۳ ۰ −۱ ۰ −۱ ۰
−۱ ۰ −۱ ۰ −۱ ۰ ۲ ۰ ۲ ۰ ۲

۰ ۲ ۰ ۳ ۰ ۲ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰
۱ ۰ ۳ ۰ ۲ ۰ ۱ ۰ −۱ ۰ −۱
۰ ۱ ۰ ۴ ۰ −۲ ۰ ۲ ۰ ۱ ۰
۳ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۲
۰ ۳ ۰ ۱ ۰ −۱ ۰ ۳ ۰ ۱ ۰
۴ ۰ ۲ ۰ −۱ ۰ ۳ ۰ −۱ ۰ −۲
۰ ۱ ۰ ۲ ۰ ۱ ۰ ۲ ۰ ۳ ۰
−۱ ۰ ۱ ۰ ۲ ۰ ۱ ۰ ۲ ۰ ۳


داریم: ۲ .۲ الگوریتم از استفاده حل:با

• det(G
(۲)
۵,۱۱) =

۱۱∏
i=۱

ti = ۵۲۵۰,

W =



− ۳
۳۵ ۰ −۷۲

۳۵ ۰ −۱۱
۵ ۰ −۳۲

۳۵ ۰ ۸
۵ ۰ ۸۲

۳۵
۰ −۱۱

۲۵ ۰ ۱۱
۲۵ ۰ − ۹

۲۵ ۰ ۲
۲۵ ۰ −۱

۵ ۰
۳
۷ ۰ ۴۴

۷ ۰ ۷ ۰ ۲۵
۷ ۰ −۵ ۰ −۵۴

۷
۰ ۱

۵۰ ۰ ۱۱
۷۵ ۰ ۱۶

۷۵ ۰ − ۷
۵۰ ۰ − ۱

۱۵ ۰
−۱۶

۳۵ ۰ −۲۷۹
۳۵ ۰ −۴۲

۵ ۰ −۱۵۹
۳۵ ۰ ۳۱

۵ ۰ ۳۴۴
۳۵

۰ ۷
۲۵ ۰ ۴

۷۵ ۰ − ۱
۷۵ ۰ ۱

۲۵ ۰ ۱
۱۵ ۰

− ۶
۳۵ ۰ −۳۹

۳۵ ۰ −۷
۵ ۰ −۲۹

۳۵ ۰ ۶
۵ ۰ ۵۹

۳۵
۰ ۳۳

۵۰ ۰ −۳۷
۷۵ ۰ ۲۸

۷۵ ۰ ۱۹
۵۰ ۰ ۲

۱۵ ۰
− ۸

۳۵ ۰ −۳۳۲
۳۵ ۰ −۵۱

۵ ۰ −۲۰۲
۳۵ ۰ ۳۸

۵ ۰ ۴۱۷
۳۵

۰ −۲
۵ ۰ ۱

۱۵ ۰ − ۴
۱۵ ۰ −۱

۵ ۰ ۱
۳ ۰

۱۲
۳۵ ۰ ۳۲۳

۳۵ ۰ ۴۹
۵ ۰ ۱۹۸

۳۵ ۰ −۳۷
۵ ۰ −۳۹۸

۳۵



.

با، است برابر نسبی خطای میزان
∥GW − I∥F

∥I∥F
= ۲٫۹۲۴۶ × ۱۰−۱۵.

عددی نتایج ۴

ثانیه برحسب زمان زیر جدول در آوردیم. بدست را زیر نتایج و اجرا متفاوت kهای و m ،n برای را ۲ .۲ الگوریتم
در inv دستور عددی نتایج با آمده بدست عددی نتایج و است شده انجام Matlab(۲۰۱۹) نرم افزار با الگوریتم و
ارائه الگوریتم می دهند نشان بخش این نتایج که همانطور شده اند. مقایسه اجرا زمان لحاظ از Matlab نرم افزار
نشان را قبولی قابل نتایج باشد، m ≪ n که زمانی خصوصا بالا بعد با ماتریس هایی برای مقاله این در شده

می دهد.

۵
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خطا محاسبه و Matlab invدر دستور با الگوریتم۲. ۲ زمان مقایسه :۱ جدول

∥GW−I∥F
∥I∥F

time(s)inv(Matlab) time(s)newAlgorithm k m n

۳٫۳۶۸۳ × ۱۰−۱۲ ۰٫۷۸۴۲ ۰٫۷۰۳۷ ۶ ۹ ۳۰۰۰
۵٫۶۸۳۸ × ۱۰−۱۱ ۱٫۷۸۲۱ ۱٫۱۶۹۴ ۷ ۱۰ ۴۰۰۰
۳٫۹۰۵۶ × ۱۰−۱۱ ۳٫۳۷۴۶ ۳٫۱۰۱۸ ۱۰ ۲۰ ۵۰۰۰
۳٫۱۳۹۶ × ۱۰−۱۱ ۵٫۶۶۰۹ ۴٫۲۰۵۶ ۸ ۲۰ ۶۰۰۰
۲٫۷۳۱۳ × ۱۰−۱۱ ۳۱٫۶۴۴۳ ۱۷٫۰۹۶۷ ۱۵ ۳۰ ۱۰۰۰۰
۱٫۱۹۹۱ × ۱۰−۱۰ ۵۹٫۴۰۵۴ ۳۴٫۸۳۴۳ ۲۰ ۵۰ ۱۲۰۰۰
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