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چكيده
 انتخاب بهین)ه س)بد س)رمایه گذاری یکی از مس)ایل مهم در ریاض)یات ک))اربردی، اقتص))اد و م)الی
اس)))ت. این زمین)))ه ب)))ه چگ)))ونگی تخص)))یص بهین)))ه س)))رمایه )انتخ)))اب مناس)))ب موقعیت ه)))ای
سرمایه گذاری( با در نظر گرفتن دو شاخص مخاطره و بازده می پردازد. با توج)ه ب)ه اهمیت ت)ابع
مخاطره در مساله انتخاب بهینه سبد سرمایه گذاری،  در این مقاله ضمن مطالع))ه و مقایس))ه دو
تابع مهم مخاطره، به نقش آنها در سبد نهایی با استفاده از بهینه س))ازی چندهدف))ه می پ))ردازیم و
نت))ایج بدس))ت آم)ده از پیاده س))ازی ب))ر روی داده ه)ای ب)ازار ب)ورس ته)ران را م)ورد تحلی))ل ق)رار

می دهیم.
 سبد سرمایه گذاری؛ بهینه سازی چند هدفه؛ مرز کارا؛ مخاطره.کلماتکلیدی:

مقدمه-1
نخس))تین گام ه))ا در مدل س))ازی ریاض))ی مس))اله انتخ))اب بهین))ه س))بد س))رمایه گذاری را

1990 میلادی برداش))ت. وی، ک))ه در س)ال 19( در دهه پنجم قرن Markowitzمارکوویتز )
برن))ده ج))ایزه نوب))ل اقتص))اد گردی))د، ی))ک م))دل بهینه س))ازی تحت عن))وان م))دل می))انگین-
واریانس را معرفی نمود. در این مدل، بازده مورد انتظار بر اساس عملگر امید ریاض))ی
و مخ))اطره ب))ر پای))ه عملگ))ر واری))انس تعری))ف ش))ده اس))ت. اگرچ))ه م))دل م))ارکوویتز و
مطالعات وی نقطه آغاز بسیار کلیدی و مهمی در زمینه بهینه سازی س))بد س))رمایه گذاری
بود، ولی در عمل ضعف هایی داشت. این ضعف ها محقق))ان را ب))ه س))مت مع))رفی تواب))ع
مخاطره بیشتر رهنمون کرد. توابع مخاطره متعددی در ادبیات موضوع مع))رفی گردی))ده
است. در این مقاله، دو مورد از آنها را مورد بررسی و مقایسه قرار می دهیم. م))دل های
بدست آمده از به کارگیری این توابع مخاطره را با ابزارهای بهینه س))ازی چندهدف))ه م))ورد
کنکاش قرار می دهیم. در پایان، نتایج بدست آم))ده از پیاده س))ازی م))دل ها روی داده ه))ای
بازار بورس تهران را تحلیل می کنیم. مقاله حاضر دنبال کننده و تکمیل کنن)ده مطالع)ه م)ا

[ است.1,4در مراجع ]

مدلمارکویتزازدیدگاهبهینهسازیچندهدفه-2
Nفرض کنید یک سرمایه گذار به دنبال انتخاب تعدادی م))وقعیت س)رمایه گذاری از بین 

موقعیت مخاطره آمیز است. هدف در این مسأله، بیشینه کردن بازده )م))ورد انتظ))ار( و
در عین حال کمینه کردن مخ))اطره س))رما یه گذاری اس))ت. متغیره))ای تص))میم، کس))ری از
سرمایه هستند ک))ه بای)د ب))ه ه))ر ی))ک از موقعیت ه)ای س)رمایه گذاری اختص))اص یاب))د. این

x1متغیره)ا را ب)ا  , x2 ,⋯ , xNنم)ایش می دهیم. می ت)وان مح)دودیت های متع)ددی را، ب)ا توج)ه 
قید آنها،  پایه ای ترین  کرد.  اعمال  متغیرها  این  روی  سرمایه گذار،  شرایط  و  سلیقه  به 
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∑
j=1

N

x j=1مجاز معنای  به  اینجا  در  که  متغیرهاست،  بودن  نامنفی  دیگر،  شرط  است.   
[. یکی از س))والات کلی))دی پ))یرامون مس))اله1,2,4,5,7نبودن فروش استقراضی است ]

انتخاب بهینه سبد سرمایه گذاری، چگونگی تعریف و محاسبه )ب))راورد( ب))ازده و مخ))اطره
است. برای براورد این دو شاخص، از داده های گذشته کمک می گیریم. به عبارتی دیگ))ر،
اطلاعات بازده شرکت ها در یک بازه زمانی را استخراج نموده و متغیر تص))ادفی متن))اظر
با آن ها را به عنوان متغیر تصادفی بازده )ب)رای ه)ر ش)رکت( در نظ)ر می گ)یریم. ف))رض

Rکنی)د متغیرتص)ادفی  j  ب)ا امی)د ریاض)ی r jبی)ان گر متغ)یر تص)ادفی ب)ازده مرب)وط ب)ه م)وقعیت 
j  تصادفی متغیر  بالا،  فرضیه های  به  توجه  با  است.    ∑

j=1

N

R j x jسبد با  متناظر   
سرمایه گذاری مورد نظر اس))ت. ب))ازده م))ورد انتظ))ار ب))رای این س))بد س))رمایه گذاری ب))ه

صورت زیر بدست می آید:
E(∑j=1

N

R j x j)=∑
j=1

N

E(R j)x j=∑
j=1

N

r j x j

برخلاف بازده که در عم))ده م))دل های بهینه س))ازی س))هام ب))ه ص))ورت ب))الا تعری))ف ش))ده،
مخ))اطره ب))ا رویکرده))ای گون))اگونی در ادبی))ات موض))وع در نظ))ر گرفت))ه ش))ده اس))ت.

[ واریانس این متغیر به صورت زیر را به عنوان مخاطره سرمایه گذاری در5مارکوویتز ]
نظر گرفت:   

Var (∑j=1
N

R j x j)=∑i=1
N

∑
j=1

N

x i σ ij x j

σکه در آن،  ij  کواریانس Ri و R j .حال با توجه به دو رابطه بالا، می توان مدل است
انتخاب بهینه سبد سرمایه گذاری  را به یکی از سه صورت زیر در نظر گرفت:

min∑
i=1

N

∑
j=1

N

xi σ ij x j−λ∑
j=1

N

r j x j

     s.t    .x∈ X

max∑
j=1

N

r j x j

s.t.∑
i=1

N

∑
j=1

N

xi σ ij x j≤ L ,

x∈ X

min∑
i=1

N

∑
j=1

N

x i σ ij x j

s.t    .∑
j=1

N

r j x j≥ ρ ,

x∈ X

اول،  مدل  دوم، ρدر  مدل  در  و  سرمایه گذار،  انتظار  مورد  بازده  حداقل   Lحداکثر  
مخاطره قابل تحمل است. در مدل سوم، هر دو شاخص مخاطره و بازده م))ورد انتظ))ار

 ی)ک پ)ارامتر تنظیم کنن)ده می)ان نقش و اهمیت این دوλدر ت)ابع ه)دف گنجان)ده ش)ده اند و 
 مجموعه سبدهای شدنی است. با توجه به توض))یحاتیXشاخص است. در هر سه مدل، 

که در ابتدای همین بخش دادیم، معمولا 
X={( x1 , x2 ,⋯ , xN ) ∈RN|∑j=1

N

x j=1 , x j≥0 , j=1,2 ,⋯ ,N }.(1)                     
مارکوویتز مدل اول را، که به مدل میانگین- واریانس معروف شدهاز بین این سه مدل، 

است، در نظر گرفت. او برای بدس))ت آوردن هم))ه س))بدهای س))رمایه گذاری بهین))ه، م))رز
کارا در سرمایه گذاری را تعریف کرد و یک روشی هندس))ی، ب))ا بررس))ی هم))ه حالت ه))ای

[ بی))ان ش))ده اس))ت، این1,4ممکن، برای محاس))به آن مع))رفی نم))ود. هم))انطور ک))ه در ]
روش هندس)ی ایراده))ایی در اج)را دارد و فق)ط ب)رای م)واردی کارآم)د اس)ت ک)ه تع)داد
موقعیت های سرمایه گذاری کم باشد. یکی از راه های غلبه ب))ر این مش))کل، پ))رداختن ب))ه
مدل مارکوویتز، از منظر بهینه سازی چندهدفه، با در نظر گرفتن مخاطره و ب))ازده م)ورد
انتظار به عنوان دو تابع هدف جداگانه، است. توجه کنید که این دو تابع هدف ب))ا یک))دیگر
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در تعارض هستند، چرا که بهب))ود یکی منج))ر ب))ه ب))دتر ش))دن دیگ))ری می ش))ود. بن))ابراین،
مساله در پایه ای ترین فرض مدل سازی های چندهدفه، یعنی تع))ارض تواب))ع ه))دف، ص))دق
می کند. این نوع نگاه به مدل انتخاب بهینه سبد سرمایه گذاری، مزای))ای متع))ددی دارد. از
جمله اینکه، بدست آوردن و ترسیم مرز کارا را آسان  می نمای))د. م))زیت دیگ))ر این اس))ت
که می توان با تغییر مخروط ترتیب، ارجحیت ها و س))طح مخاطره پ))ذیری س))رمایه گذار را

[. همچنین، می توان ع))دم قطعیت و اس))تواری را ن))یز در م))دل در6در مدل اعمال کرد ]
[. ب))ا اعم))ال رویک))رد بهینه س))ازی چندهدف))ه، ب))ه مس))أله دوهدف))ه زی))ر6نظ))ر گ))رفت  ]

می رسیم:
min(∑

i=1

N

∑
j=1

N

x iσ ij x j ,−∑
j=1

N

r j x j)(2)

s.t.      x∈ X                                                                                  
تعری))ف زی))ر ب))ه مع))رفی مفه))وم ج))واب ک))ارا در بهینه س))ازی چندهدف))ه می پ))ردازد.

جواب های کارای مساله دوهدفه بالا، متناظر با سبدهای سرمایه گذاری کارا هستند. 
 مساله بهینه سازی چند هدفه زیر را در نظر بگیرید:.1تعریف

min( f 1 ( x ) , f 2 ( x ) ,⋯ , f p(x ))
                                                       s.t      .x∈S

∋xبردار  S:را یک نقطه کارا برای مساله بهینه سازی چند هدفه بالا می گویند هرگاه 
x∈S , f j ( x )≤ f j ( x ) , j=1,2 ,…, p⟹ f j ( x )= f j ( x ) , j=1,2 ,…, p

با توجه به روش مجموع وزن دار در بهینه سازی چندهدفه، قضیه زیر را داریم. 
(2 محدب است. یک سبد سرمایه گذاری برای مسأله )Xفرض کنید مجموعه .16قضیه

 وج)ود داش)ته باش)د، ب)ه ط)وری ک)ه این س)بد،θ∈(0,1) کاراس)ت، اگ)ر و تنه)ا اگ)ر اس)کالر 
برای مسأله زیر بهینه باشد

min [θ∑i=1
N

∑
j=1

N

x iσ ij x j+ (1−θ )(−∑
j=1

N

r j x j)]
                                         s.t           .x∈ X

تحت شرایطی، سبدهای سرمایه گذاری کارا، کارای سره نیز خواهن))د ب))ود و ل))ذا ب))ده-
بستان بین مخاطره و بازده م))ورد انتظ))ار ک))ران دار خواه))د ش)د. ب))ه علاوه، ب))ا توج))ه ب))ه

[، ک))ارایی س))بدها در مقاب))ل تغییره))ای کوچ))ک در3مفهوم کارایی سره ب))ه بی))ان هنی))گ ]
ارجحیت های سرمایه گذار حفظ خواهد شد و لذا نوعی از پایداری در جواب ها وجود دارد.

 ش))رکت10به ترسیم مرز کارا برمی گردیم. داده های مربوط به قیمت پای))انی س))هام 
از بورس اوراق بهادار تهران را در نظر می گیریم. افرادی که با تحلیل تکنیک))ال در ب))ازار
س))رمایه آش))نایی دارن))د، می دانن))د ک))ه نموداره))ای قیمت س))هام در ه))ر روز چه))ار قیمت
آغازین، پایانی، بالاترین و پایین ترین را نمایش می دهند. در اینجا، ما به داده ه))ای مرب))وط

 تا مه))ر1393 سال، از فروردین 5به قیمت پایانی در بازه های زمانی سه ماهه به مدت 
، پرداخته ایم. ب))ا اس)تفاده از داده ه))ای خ)ام، تغی))یرات نس)بی قیمت ه))ای پای))انی را1397

بدست آورده ایم. سپس با حل مساله دو هدفه، مبتنی بر داده های اشاره شده، مرز کارا
( در نظ))ر1را محاس))به و بررس))ی ک))رده ایم. مجموع))ه ش))دنی س))هام را ب))ه ص))ورت )

 دیده می شود. این نتیجه ب))ا تغی))یر پ))ارامتر1گرفته ایم. مرز کارای بدست آمده در شکل 
 بدس)ت آم)ده  اس)ت. توج)ه کنی)د ک)ه95/0، ...،) 15/0،) 1/0،) 05/0 ب)ه ص)ورت θاسکالرس)از 

بدست آوردن مرز کارا با رویکرد بهینه سازی چندهدفه با حل تنها چند مساله برن))امه ریزی
[ را1,4ریاضی انجام می شود و ب))ه م))راتب س))اده تر از روش م))ارکویتز اس))ت )مراج))ع ]

[ مقایسه نمایید(. 1 در ]1 این مقاله را با شکل 1برای جزئیات بیشتر ببینید و شکل 
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مدلمبتنیبرمخاطرهاحتمالی-3
در این بخش، مخاطره احتمالی بر اساس رابطه

min
1≤ j≤ N

P(¿R j x j−r j x j∨≤Θε )

آن  در  که  احتمال، ).( Pتعریف می شود،  و Θتابع  تنظیم سطح مخاطره  برای  ثابتی   ε

=εمتوسط مخاطره کل سبد سرمایه گذاری است و از رابطه  1
N ∑

j=1

N

σ j [ بدست می آید
[. مسأله دو هدفه زیر را در نظر می گیریم.7

max ¿¿       
                                              s.t     .x∈ X ,                                                                   

f در آن که j ( z )=P(¿R j z−r j z∨≤Θε) .با اضافه کردن متغیر y و N محدودیت، مساله بالا
تبدیل می شود: به مساله زیر

max ¿¿(
                                                               s.t  .y ≤ f j (x j ) , j=1,2,⋯ ,N

                                                                     x∈ X ,
yکه  ≤ f j(x j) محدودیت احتمالی j ام است. با در نظر گرفتن توزیع نرمال برایR j،

داریم:

f j (x j )=2∫
0

Θ ε
x j 1

√2 π σ j

e
−pj

2

2σ j
2

d p j

با حل مساله دوهدفه بالا به کمک رویکرد اسکالرسازی در بهینه سازی چندهدفه و اجرای
2مدل روی داده ه))ای بی))ان ش))ده در بخش قب))ل م))رز ک))ارا را بدس))ت آورده و در ش))کل 

نمایش داده ایم.
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بحثونتیجهگیری-4
نتیجه های این مقاله نشان می دهد که با توجه به تعارض موجود بین مخاطره و بازده،
بهینه س)))ازی چندهدف)))ه رویک)))رد مناس)))ب تری ب)))رای بررس)))ی مس)))اله انتخ)))اب س)))بد
سرمایه گذاری، نسبت به مدل سازی تک هدفه، است. این رویکرد بدست آوردن و ترس))یم
م))رز ک))ارا را آس))ان تر  می نمای))د، ق))ابلیت اعم))ال ارجحیت ه))ا و س))طح مخاطره پ))ذیری
سرمایه گذار با تغییر مخروط ترتیب را دارد و می توان عدم قطعیت و استواری را نیز در

مدل در نظر گرفت. 
از بین دو تابع مخاطره بررسی شده، تابع احتمالی، بر روی داده های بررسی ش))ده، از منظ))ر
متنوع بودن سبدها نتایج به)تری می ده)د )نت)ایج و نموداره)ای بدس)ت آمده ب)ه ط)ور مفص)ل تر در
سخنرانی مربوطه ارائه خواهد شد( و سبدهای متنوع تری تولید می نماید. از منظر کارایی نس))بی

[ را ببینید( نیز مدل بهینه سازی چندهدفه با مخاطره احتمالی، موفق تر عمل می کند.  1)مرجع ]
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