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چكيده
در این مقاله بازی ماتریس  ی )ب ازی مجم وع ص  فر دو نف ره( در ش رایط پیچی  ده و مبهم م ورد
بررسی قرار می‌گیرد. در بسیاری از مسائل دنیای واقعی بازیکنان در رقابت با یک  دیگر چن  دین
هدف را مد نظر قرار داده و به دنبال رسیدن به تمامی اهداف به ص  ورت همزم  ان هس  تند. از

در این مقال ه ب رای بی  ان. طرفی در ارائه عایدی‌های بازیکنان همواره عدم قطعیت وج ود دارد
تعارض بین بازیکن ان از نظری ه ب ازی و ب رای مدل‌س ازی اه داف باریکن ان از بهینه‌س ازی چن د

پس ازهدفی و همچ نین ب رای بی ان ع دم قطعیت از نظری ه ع دم قطعیت اس تفاده می‌ش ود. 
تشریح مدل مسأله، یک روش حل این مسائل ارائه می‌شود. در نهایت یک مثال ک  اربردی بی  ان

شده و به کمک روش پیشنهادی حل می‌گردد. 

 بازی ماتریسی، عدم قطعیت، بهینه‌سازی چندهدفیکلمات کلیدی: 

مقدمه- 1
مسائلی که در آن‌ها تصمیم یک فرد وابس  ته ب  ه تص  میم ف  رد ی  ا اف  راد دیگ  ر باش  د، اغلب ب  ا
استفاده از نظریه بازی مدل‌سازی می‌شود. محبوبیت نظریه بازی در میان رشته‌های مختل  ف از
جمله علوم نظامی، اقتصاد، زیست شناسی، علوم سیاسی، علوم رایانه، مهندسی ب  رق، کس  ب
و کار، حقوق و سیاست عمومی در حال افزایش است. مس  ایل نظری  ه ب  ازی ب  ه دو دس  ته مهم
طبقه‌بندی می‌شوند: بازی‌ه  ای همکاران  ه و غیرهمکاران  ه. بازی‌ه  ای غیرهمکاران  ه ب  ه بازی‌ه  ایی
اطلاق می‌شود که بین بازیکنان هیچ‌گونه همکاری وجود ندارد. البته در برخی موارد ممکن اس  ت
همک  اری ج  زیی ص  ورت گ  یرد ولی در نه  ایت بازیکن  ان راه  برد خ  ود را ب  دون همک  اری انتخ  اب
می‌کنند. بازی‌های غیرهمکارانه شامل دو ن  وع ب  ازی مجم  وع ص  فر و مجم  وع ناص  فر اس  ت ک  ه
بازی‌های مجموع صفر دو نفره بحث اصلی این مقاله می‌باشد. بازی‌های مجموع صفر به عن  وان
بازی‌های ماتریسی نیز گفته می‌شوند. زیرا برای هر بازیکن یک ماتریس عایدی تعری  ف می‌ش  ود

که این مقادیر از مقایسه راهبردهای دو بازیکن به دست می‌آید.  
در دنیای واقعی مسائل تصمیم‌گیری در شرایط پیچیده و مبهم رخ می‌دهد، به این صورت ک  ه
ممکن است بازیکنان چندین هدف را به صورت همزمان مدنظر داشته باشند و اطلاع  ات دقیقی

 در مدل‌سازی بازی از قضاوت کارشناسان خ  بره در.از راهبردها و پیامدهای بازی نداشته باشند
برآورد عایدی‌های بازیکنان برای هر پیامد ب ازی اس تفاده می‌ش ود. در کاربرده ای جه ان واقعی،
برآورد مقادیر عایدی به دلی  ل فهم مبهم کارشناس  ان و اطلاع  ات ن  ادقیق آن‌ه  ا، میس  ر نیس  ت.
روش‌های مختلفی ب رای مدل‌س ازی این ع دم قطعیت‌ه ا مع رفی ش  ده اس  ت. نظری ه ف ازی و

 را مش  اهده کنی  د(. در این مقال  ه[3] و [2] و [1]نظریه خاکستری از این موارد هستند )مراجع 
برای رفع مشکل اول از بهینه‌س  ازی چنده  دفی اس  تفاده ش  ده اس  ت و ب  رای مدل‌س  ازی ع  دم

 در ب  ه ک  ار گرفت  ه ش  ده اس  ت.[5]قطعیت اطلاعات نظریه عدم قطعیت ارائه شده توسط لیو 
 بازی‌های دوماتریسی در محی  ط ع  دم قطعیت را م  ورد بررس  ی ق رار داده و[4]این زمینه ژائو 

 بازی‌ه  ای ماتریس  ی[6]روش محاسبه نقط  ه تع  ادل بازیکن  ان را ارائ  ه داد. م  ولا و همک  ارانش 
تک‌هدفی را از طریق آنتروپی مورد مطالعه قرار دادند.  

در این مقاله، مدل بازی ماتریسی  با چند هدف مورد بررسی قرار گرفته اس  ت. عای  دی‌های
بازیکنان به صورت متغیرهای غیرقطعی نمایش داده شده است. ب  ه کم  ک مق  دار م  ورد انتظ  ار
تعریف شده برای عایدی‌های غیرقطعی دو مسأله برنامه‌ریزی چندهدفی  پیشنهاد می‌شود که ب  ا
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حل این مسائل راهکارهای بهینه بازیکنان به دست می‌آید. 

مفاهیم مقدماتی نظریه عدم قطعیت- 2
 مرور می‌شود.[5]مطالب مربوط به این بخش از مرجع 

Γ باش  د. اگ  ر Γ-ج  بر روی σ ی  ک L ی  ک مجموع  ه ن  اتهی ب  وده و Γف  رض کنی  د 
 ش  مارش‌ناپذیر باش  د )مانن  دΓ اس  ت. اگ  ر Γ مجموع  ه ت  وانی Lش  مارش‌پذیر باش  د، 

Γ=[0,1 ] ،)L جبر بورل است. هر عنصر L یک پیشامد نامیده می‌ش  ود. ه  ر ت  ابع از Lب  ه 
[0,1  را ی ک ت ابع اندازه‌پ ذیر غ یرقطعی گوین دL روی M را اندازه غیرقطعی نامند. ت ابع [

هرگاه در چهار اصل موضوعه زیر صدق کند:
M برابر یک است، یعنی Γ)نرمال بودن( اندازه غیرقطعی مجموعه -1 {Γ }=1.
M، داریم Λ)خود دوگانی( برای هر پیشامد -2 {Λ }+M {Λ c }=1.
Λ})زی       رجمعی( ب       رای ه       ر دنبال       ه ش       مارا از پیش       امدهای -3 i}،

M {¿ i=1¿∞ Λ i}≤∑
i=1

∞

M {Λi }.
⊃Λ1)یکنوایی( هرگاه -4 Λ M داریم 2 { Λ1 }≤M {Λ2}.

Γ)سه‌تایی  , L ,M  یک فضای عدم قطعیت نامیده می‌شود. به منظ ور به‌دس ت آوردن(
یک اندازه غیرقطعی از پیشامدهای مرکب، اندازه غیرقطعی حاصلضربی به صورت زی  ر

تعریف می‌شود. 
Γ)ف رض کنی د  k , Lk ,M k  باش ند، در نظ ر…,K=1,2 فض اهای ع دم قطعیت ب ه ازای (

×Γ=Γ1بگیری  د  Γ2×… و L=L1×L2×… ؛ ان  دازه غ  یرقطعی حاصلض  ربی رویσج  بر-
 به صورت زیر تعریف می‌شود:Lضربی 

M {∏
k=1

∞

Λ k}=∧
k=1

∞

M k {Λk }=min
k

M k {Λk}

Γ) از یک فضای ع  دم قطعیت ξیک متغیر غیرقطعی، یک تابع اندازه‌پذیر  , L ,M R ب  ه (
است. در عمل به منظور شرح ی  ک متغ  یر غ  یر قطعی، مفه  وم توزی  ع ع  دم قطعیت ب  ه

صورت زیر تعریف می‌شود:
Φ ( x )=M {ξ≤ x } ∀ x ∈R

Z(aبه عنوان نمونه تابع زیگزاگ  ,b , c)یک تابع عدم قطعیت است که به ص ورت زی ر 
تعریف می‌شود:

Φ ( x )={
0 x≤a

x−a
2(b−a)

a≤x ≤b

x+c−2b
2(c−b)

b≤ x≤ c

1 x≥c
aکه در آن  ,b , c اعداد حقیقی و a<b<c.می‌باشد 

یکی از مف  اهیم اص  لی در نظری  ه ع  دم قطعیت مفه  وم امی  د ریاض  ی ی  ک متغ  یر
غیرقطعی است که به صورت زیر تعریف می‌شود:

E [ξ ]=∫
0

∞

M {ξ≥ r}dr−∫
−∞

0

M {ξ≤ r }dr

که در آن باید حداقل یکی از انتگرال‌ها متناهی باشد. ب  ه راح  تی امی  د ریاض  ی متغ  یر
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Z(aغیرقطعی زیگزاگ  ,b , c) به صورت  a+2b+c
 به دست می‌آید. 4

 دو متغیر غیرقطعی مستقل با مقادیر موردانتظ  ار متن  اهی باش  ند، ب  ه ازایη و ξاگر 
E داریم b و aاعداد حقیقی  [aξ+bη]=aE [ξ ]+bE [η].

یک روش رتبه‌بندی متغیرهای غیرقطعی را می‌توان به کمک مقادیر موردانتظار آن‌ه  ا
به صورت زیر بیان کرد:

ξ ≥η⟺ E(ξ)≥E(η)

بازی ماتریسی  چندهدفی با عایدی‌های غیرقطعی- 3
در این بخش بازی ماتریسی  چندهدفی را با عایدی‌های غیرقطعی در نظ  ر می‌گ  یریم. ف  رض

 هدف داشته باشد. ماتریس‌های عایدی غیرقطعی چندگانه‌ زیر نم  ایش دهن  ده‌کنید هر بازیکن 
بازی چند‌هدفی با عایدی‌های غیرقطعی هستند:

ξ1=[ ξ11
1 ⋯ ξ1n

1

⋮ ⋱ ⋮
ξm1
1 ⋯ ξmn

1 ] ,…,ξ p=[ ξ11
p ⋯ ξ1n

p

⋮ ⋱ ⋮
ξm1

p ⋯ ξmn
p ]

 
 م اتریس عای دی ب ازیکنξk− و 1ام بازی برای بازیکن  ماتریس عایدی هدف ξkکه در آن  

 اس  ت. بن  ابراین این ن  وع ب  ازی ک  املا1 قرین  ه ب  ازیکن 2 خواهد بود. یعنی عایدی‌های ب  ازیکن 2
 از دس  ت2رقابتی است زیرا آنچه یک بازیکن به دست می‌آورد به همان م  یزان توس  ط ب  ازیکن 

می‌رود. این بازی‌ها را مجموع صفر نامند. زیرا مجم وع عای دی‌های بازیکن ان ب رای ه ر خ روجی
 به صورت زیر می‌باشد.2 و 1بازی برابر صفر است. فضاهای راهبرد آمیخته برای بازیکنان 

X={x ∈Rm|∑
i=1

m

xi=1, x i≥0 },
Y={y ∈Rn|∑

j=1

n

y j=1 , y j≥0}.
برای حل این بازی ماتریسی با عای  دی‌های غ  یرقطعی از امی  د ریاض  ی متغیره  ای غ  یرقطعی
تعریف شده در بخش قبل استفاده می‌کنیم. با این کار مس  ئله‌ی ب  ازی چند‌ه  دفی ب  ا عای  دی‌های
غیرقطعی به مسئله‌ی بازی چند‌ه  دفی ب  ا عای  دی‌های قطعی تب  دیل می‌ش  ود. اکن  ون ب  ا انتخ  اب

، امی د ریاض ی عای دی م ورد انتظ ار2 و 1 به ترتیب توسط بازیکنان  وراهبرد‌های 
بازی به صورت زیر می‌باشد:

v ( x , y )=E (xT ξy )=[ v1 ( x , y ) ,…,v p(x , y)]
   

]=ξکه در آن  ξ1 ,…, ξp  و  [
vk ( x , y )=E(xT ξk y) , k=1 ,…, p

 
 )بیشینه کننده( باید راهبرد خود را چنان انتخاب کند که بیشترین عایدی را در مقابل1بازیکن 
 ن  یز ب  ه طری  ق مش  ابه عم  ل2 )کمینه کننده( کسب کند. ب  ازیکن 2 از بازیکن هر راهبرد 

خواهد کرد. بنابراین با توجه به این رفتار منطقی، سطح امنیت هر بازیکن را بدترین مقدار سود
دریافتی آن بازیکن با انتخاب هر راهبردی از سوی بازیکن دیگر تعریف می‌کنیم. س  طوح امنی  تی

ام به ترتیب به صورت زیر تعریف می‌شوند: با توجه به تابع هدف 2و 1برای بازیکنان 
V k ( x )=min

y ∈Y
vk ( x , y ) , k=1,…, p ,
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V k ( y )=m ax
x ∈X

vk ( x , y ) , k=1 ,…, p ,

( نشان داده می‌شود ک  ه1 با رابطه‌ی )1 امین سطح امنیت بازیکن ،  برای هر راهبرد 
 تایی‌ه  ایی ب هیک مسئله‌ی برن امه‌ریزی خطی چنده دفی اس ت. س  طوح امنی تی دو ب ازیکن، 

صورت زیر هستند:
V ( x )=(V 1 ( x ) ,…,V p(x ))
V ( y )=(V 1 ( y ) ,…,V p( y ))

 مفهوم فوق اجازه می‌دهد که بازی‌های ماتریسی چند‌هدفی را تحت منطق بدترین ح  الت رفت  ار
 خود را طوری انتخاب کند ک  ه س  طوح امنی  تی ب  ازی باید راهبرد 1حریف تحلیل کنیم. بازیکن 

 با مسئله‌ برنامه‌ریزی ریاضی زیر مواجه می‌شود:1بیشینه شود. بنابراین بازیکن 
max
x ∈X

V (x )

 یا به طور معادل
max (min

y∈Y
v1 ( x , y ) ,…,min

y ∈Y
v p(x , y )¿¿)

s . t

∑
i=1

m

x i=1

x i≥0 , i=1 ,…,m
 

( ب ه مس ئله‌ زی ر3با استفاده از شیوه تبدیل مس ائل مینیم اکس ب ه مس ائل خطی، مس ئله‌ )
تبدیل می‌شود:

max (v1 ,…,v p )

s . t∑
j=1

n

∑
i=1

m

x iE ¿¿¿

⋮

∑
j=1

n

∑
i=1

m

xi E ¿¿¿

∑
i=1

m

x i=1

x i≥0 , i=1 ,…,m
             
 متن  اظر ب  ا دقیقا( یک مسئله‌ برنامه‌ریزی ریاضی چند‌هدفی است که هر عنصر4 مسئله )

 محدودیت می‌باشد. بنابراین مسئله شامل تعداد نامتناهی مح  دودیت اس  ت. مجموع  ه نق  اط
 را در نظر بگیرید. یعنی راسی

 به صورت زیرند:به وضوح محدودیت های متناظر با عناصر 

∑
i=1

m

E (ξ ij
1)x i≥v1 , j=1 ,…,n

⋮

∑
i=1

m

E (ξ ij
p) x i≥v p , j=1,…,n

 زایدند. زیرا از طرف دیگر، محدودیت‌های باقی مانده یعنی محدودیت‌های متناظر با 

4

(3)

(4)



تحت ترکیبات محدب حفظ می‌شود و در نتیجه هر یک از محدودیت‌ها می‌توانن  د ب  ه ص  ورت ی  ک
( با مس ئله زی ر مع ادل4ترکیب محدب از محدودیت‌های فوق بازنویسی شوند. بنابراین مسئله‌ )

است که تعداد متناهی محدودیت دارد:
max (v1,…,v p )

s . t∑
i=1

m

E(ξij
1) x i≥v1 , j=1 ,…,n

⋮

∑
i=1

m

E (ξ ij
p ) xi≥v p , j=1 ,…,n

∑
i=1

m

x i=1

x i≥0 , i=1 ,…,m

(، روش‌های مختلفی در بهینه‌سازی چند‌هدفی پیشنهاد شده است. در اینجا5برای حل مسئله‌ی )
از روش مجموع وزنی به صورت زیر استفاده می‌کنیم:
max∑

k=1

p

wk v
k

s . t∑
i=1

m

E(ξij
1) x i≥v1 , j=1 ,…,n

⋮

∑
i=1

m

E (ξ ij
p ) xi≥v p , j=1 ,…,n

∑
i=1

m

x i=1

x i≥0 , i=1 ,…,m

w∈W={w∈Rp|w≥0که در آن  ,∑
k=1

p

w k=1 ( را برن  امه‌ریزی م  ورد6. مدل برنامه‌ریزی ){

 می‌نامیم.1انتظار بازیکن 
wمولفه  k  از بردار w=(w1 ,…. ,w p )∈W را می‌توان به عنوان اهمیت نسبی ت  ابع ه  دف 

=¿x تعب  یر ک  رد. ب ا ح ل این مس ئله، راهبرد‌ه ای بهینه‌ی پ ارتو ‌1ام ب رای ب ازیکن  (x1¿ ,…, xm
¿  و(

 به دست می‌آیند.1  بازیکن ¿vارزش  بازی 
 و راهبرد‌های بهینه‌ی پارتوی متن  اظر را از ح  ل م  دل2به طور مشابه می‌توان ارزش بازیکن 

برنامه‌ریزی مورد انتظار زیر به دست آورد: 
min∑

k=1

p

wk v
k

s . t∑
j=1

n

E(ξij
1) y j≥v1 ,i=1,…,m

⋮

∑
j=1

n

E (ξ ij
p) y j≥v p , i=1 ,…,m
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∑
j=1

n

y j=1

y j≥0 , j=1 ,…,n
( به ترتیب راهبردهای بهینه‌7( و )6 جواب‌های بهینه به دست آمده از مسائل ):1قضیه

 می‌باشند.2 و 1پارتوی بازیکنان 
: با توجه به تعریف ارائه شده برای ترتیب دو متغیر غیرقطعی و قضایای موجود دراثبات

روش مجموع وزنی بهینه‌سازی چندهدفی اثبات کامل می‌شود.

مثال عددی- 4
 را با هدف ارتقای میزان فروش و سهم بازار یک محص  ول در ب  ازار2 و 1دو شرکت 

هدف در نظر بگیرید. فرض کنید میزان تقاضای محصول در بازار ه دف ث  ابت باش د. ب ه
عبارت دیگر با افزایش میزان فروش و سهم بازار ی ک ش رکت، م  یزان ف روش و س هم
بازار شرکت دیگر کاهش می‌یابد. دو شرکت دو رویکرد متفاوت برای رسیدن به اه  داف
خود دارند. راهبرد اول کاهش قیمت و راهبرد دوم انج  ام تبلیغ  ات اس  ت. این مس  أله را
می‌توان به صورت یک بازی ماتریسی دو هدفی در نظر گرفت.  استفاده از هر راهبردی

 که منجر به اعمال محدودیت‌هایی می‌شود. به دلیل نداشتن اطلاع  ات ک  افیه داردنیاز به هزین
مدیران قادر نیستند تا میزان فروش و سهم بازار را به طور دقی ق مش خص کنن  د. ب رای کن ترل

این عدم قطعیت از متغیرهای غیرقطعی زیگزاگ استفاده شده است. 

ξ1=[Z (175,180,190) Z (150,156,158)
Z (80,90,100) Z (175,180,190)] ,

ξ2=[Z (125,130,135) Z (120,130,135)
Z (120,130,135) Z (150,160,170)]
( برای شرکت اول داریم:6با در نظر گرفتن اهمیت یکسان برای دو هدف و نوشتن مسأله‌ )

max 1
2
v1+ 1

2
v2

181.25 x1+90 x2≥ v1

155 x1+181.25 x2≥v1

130 x1+128.75 x2≥v2

128.75 x1+160 x2≥v2

x1+ x2=0
x1 , x2≥0

به کمک نرم‌افزار لینگو راهبردهای بهینه و ارزش بازی به صورت زیر به دست می‌آیند:
x¿= (x1¿ , x2¿)=(0.78,0.22) , v1∗¿=160.86 , v2∗¿=129.72 ¿¿

% ش  انس رس  یدن78 با انتخاب راهبرد اولش ح  دود 1این جواب به این معنی است که شرکت 
به اهداف خود را دارد.

( داریم:7به طور مشابه برای شرکت دوم با فرموله کردن رابطه )
y¿=( y1¿ , y2¿ )=(0.96,0.04) , v1∗¿=180.24 ,v2∗¿=129.95¿ ¿

نتيجه‌گیری- 5
در این مقاله مسائل بازی ماتریسی چندهدفی در شرایط عدم قطعیت مورد بررس  ی

. سطوح امنیت بازیکنان در این نوع مسائل تش  ریح ش  د و راهبرده  ای بهین  هقرار گرفت
پارتوی بازیکنان معرفی شد. پس از تشریح مدل بازی، یک روش حل این نوع بازی‌ه  ا ب  ا
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استفاده از مدل‌های برنامه‌ریزی خطی مورد انتظ  ار ارائ  ه ش  د. ب  رای اعتب  ار روش ی  ک
مثال عددی با عایدی‌هایی از متغیرهای غیرقطعی زیگزاگی م  ورد بحث ق  رار گ  رفت. در
کاره  ای آتی می‌ت وان م دل ب  ازی را ب ا اعم ال ب رخی مح  دودیت‌ها ب  ر روی راهبرده ای

بازیکنان مورد مطالعه قرار داد.
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