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چكيده
در مدل رگرسیونی خطی اولین گام برای هرگون)ه تجزی)ه و تحلیلی، ب)رآورد ض)رایب رگرس)یونی
است. روش های گوناگونی از گذشته تا کنون نظیر کمترین قدر مطلق انحراف))ات مع))رفی ش))د.
اما ساده ترین و کاربردی ترین روش برای برآورد ضرایب روش کمترین توان های دوم معم)ولی
است که تحت قضیه گاوس-م))ارکف این برآوردگ))ر، به))ترین برآوردگ))ر خطی ن))ااریب ب))ا کم))ترین
واریانس است. متاسفانه روش کمترین توان های دوم معم)ولی در ص))ورت وج))ود ارتب))اط خطی
بین متغیرهای توضیحی روش مطمئنی نخواهد بود. ب))دین س))بب مس))تلزم بک))ارگیری روش ه))ای
دیگری هستیم. روش ریج یکی از محبوب‌ترین روش‌ها برای رفع مشکل همخطی است. در واقع
روش ریج یک تبدیل خطی از روش کمترین توان‌های دوم می‌باشد که خطای کمتری را نسبت به

آن روش دارد.
در بعضی شرایط بین عناصر بردار پارامترها روابطی برقرار است که در صورت درنظر نگ))رفتن
آن‌ها در درستی برآورد به‌دست آمده تردید به وجود می‌آید. هدف اصلی در این مقال))ه ارائ))ه ی))ک
ب)رآورد در م)دل‌های رگرس)یون خطی مح)دود ش)ده تص)ادفی ب)ا خط)ای  ناهمبس)ته، زم)انی ک))ه
هم‌خطی چندگان))ه در م))اتریس ط))رح وج))ود دارد، اس))ت. ب))ه همین س))بب ابت))دا برآوردگره))ای
محدودش))ده‌ و س))پس ب))رآورد ریج  را درم))دل‌های رگرس))یون خطی مع))رفی نم))وده و ب))رآورد را
براس))اس روش ریج تحت مح))دودیت تص))ادفی به‌دس))ت می‌آوریم. در انته))ا، عملک))رد برآوردگ))ر

پیشنهادی را با استفاده از مجموعه داده شبیه‌سازی‌شده مورد بررسی قرار می‌دهیم.

برآورگر ریج پیراسته؛ خطای همبسته؛ کمترین توان‌های دوم پیراسته؛ مدل: کلمات کلیدی
رگرسیونی محدودشده تصادفی؛ هم‌خطی. 

مقدمه
مدل رگرسیون خطی به‌صورت

y=Xβ+ε (1) 
)=yاس))ت ک))ه در آن  y1 ,…, yn)

Tب))ردار مش))اهدات متغ))یر پاسخ  ،X=(x1 , …, x p) م))اتریس
xمشاهدات متغیرهای توض))یحی ب))ا  i=( x1 i , …, x¿)

T ازای به i=1 , …, p ،β=(β1 , …, β p)
T ب))ردار

ε=(ε1 ضرایب رگرسیونی و ,…, εn)
T خطای تصادفی با ش))رایط بردار E (ε E و 0=( (ε εT )=σ2 I p

به منظور برآورد ضرایب رگرسیونی به روش کمترین توان ه))ای دوم معم))ولی ت))ابع مرب))ع. است
)خط)))ا به‌ص)))ورت  y−Xβ )T ( y−Xβ) نس)))بت ب)))ه βکمین)))ه می ش)))ود و برآوردگ)))ر براب)))ر 

β̂OLS=(X T X )−1XT y.است 
 در داده‌ه))ا1در عین س))ادگی محاس))به و ک))اربرد ف))راوان، این روش در ش))رایطی نظ))یر هم‌خطی

عملکرد ضعیفی داشته و در درستی  جواب‌های آن ابهاماتی به وجود می‌آيد. در چ))نین ش))رایطی
به‌کارگیری روش‌های دیگری نظیر رگرسیون ریج  و درصورت وجود نق))اط دورافت))اده رگرس))یون

[ اولین بار از رگرسیون ریج برای رفع مشکل همخطی1استوار پیشنهاد می‌شود. هورل و کنارد]
استفاده نمودند. رگرسیون ریج، یکی از روش‌ه))ای ج))ریمه‌ای اس))ت ک))ه در آن ت))ابع ه))دف روش
کم))ترین ‌توان‌ه))ای دوم جریم))ه می‌ش))ود و همین ام))ر ب))اعث اص))لاح جواب‌ه))ای روش کم))ترین

توان‌های دوم می‌شود.
وجود همخطی ممکن است منجر به فواصل اطمینان وسیع برای پارامترها ، ناپایداری پارامتره))ا

1 Collinearity
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و یا تولید برآوردهایی با علامت اشتباه شود. روش‌های مختلفی برای غلب))ه ب))رای همخطی وج))ود
دارد از جمله رگرسیون مولفه‌ی اصلی ، رگرسیون ریج و ... . 

یکی دیگر از نکات بسیار مهم در برآورد پارامترها یافت روابط موجود میان متغیره))ای توض))یحی
و بکارگیری آن‌ها در برآورد است. زیرا این روابط روی مقادیر به دست آمده تاثیر زیادی خواهند
داشت. بنابراین نادیده گرفتن این رواب)ط، درس))تی برآورده)ای ب)ه دس))ت آم))ده را تحت الش))عاع
قرار می‌دهد. بدین جهت می‌بایست پارامترهای مدل، تحت این رواب))ط مح))دود ش))وند. م))دل‌های
محدود شده به طور گسترده‌ای در مسئله آزمون فرضیه، به ویژه آزمون نس))بت درس))ت نم))ایی

 در مدل‌های رگرسیون کاربرد دارند. البته م))دل‌های محدودش))ده خ))ود، ب))ه دو گ))روه2تعمیم یافته
تصادفی و غیر تصادفی تقسیم می‌شوند. به بیان دیگر می‌توان گفت: استفاده از اطلاع))ات غ))یر
نمونه‌ای در مدل‌های آماری معمولا به‌صورت یک محدودیت مطرح می‌شود. مح))دودیت می‌توان))د

به یکی از دلایل 
( فرضیه‌ای که بای))د آزم))ون2( حقیقت ناشی از ملاحظات نظری و یا تجربی )آزمایشگاهی(، )1)

( ش))رط تحمیل‌ش))ده غ)یرمعمول ب))رای ک))اهش ی))ا ح))ذف4( نظر محقق ی)ا متخص))ص، )3شود، )
[. ب)ا اعم)ال مح)دودیت‌ها در حقیقت از اطلاع)ات2فزونگی در مدل مورد بررسی به وج)ود آي)د]

اضافی نمونه و حتی در برخی موارد نمونه‌های قبلی استفاده می‌شود و پر واضح اس))ت ک))ه ه))ر
چه از اطلاعات نمونه‌ای بیشتر استفاده شود دقت برآوردگرها اف))زایش می‌یاب))د. این مح))دودیت

 بع)دی ب)اq ب)ردار rبی)ان ش)ود، به‌ط)وری ک)ه  r=Rβممکن است به‌صورت غیر تصادفی، یع)نی 
×q ماتریس Rعناصر معلوم و  p اطلاعات پیشین معلوم روی بردار پارامترها است. ماتریس R

سطری رتبه کامل است. اما حقیقت این است که در عمل، موقعیت‌های بسیاری وجود دارد ک))ه
در آن فرض می‌شود که اطلاعات پیشین مناسب نیستند  یا به بیان س))اده‌تر، در عم))ل اطلاع))ات

 محدودیت خطی تصادفی در مواردی نظیر روابط اقتصادی، ساختارهای[.3پیشین دقیق نیستند]
صنعتی، برنامه‌ریزی‌های تولیدی و ... کاربرد دارند. اگر عدم اطمینان در م))ورد اطلاع))ات پیش))ین
وج))ود داش))ته باش))د، ی))ک ج))ایگزین مناس))ب ب))رای  مح))دودیت‌های خطی، مح))دودیت‌‌های خطی

R بع)دی ب)ا عناص)ر معل)وم و q ب)ردار r اس)ت به‌ط)وری ک)ه ک)ه r=Rβ+ν به‌ص)ورت 3تص)ادفی
qماتریس  × p طلاعات پیشین معلوم روی بردار پارامترها و νخطای تصادفی )اطلاعات پیشین 

( م))دل جدی))د ب))ا1[ با ترکیب محدودیت خطی تصادفی و مدل )4مجهول( است. تیل و گلدبرگر ]
 به‌صورتε و νفرض استقلال 

[ y
r ]=[X

R ] β+[ ε
ν](2)

به‌دست آوردند که می‌توان به‌صورت 
~y=~X β+~ε (3)

Eبازنویس))ی ک))رد ک))ه در واق))ع، هم))ان م))دل رگرس))یونی خطی س))اده ب))ا ش))رایط  (~ε و 0=(
E (~ε ~εT )=σ2 I(n+q )× p که ضرایب آن ب))ه س))ادگی ب))ا روش کم))ترین توان‌ه))ای دوم معم))ولی.است 

محاس)))))به اس)))))ت و آن را برآوردگ)))))ر محدودش)))))ده تص)))))ادفی کم)))))ترین توان‌ه)))))ای دوم
β̂OLS

SR =(~X T~X )−1~XT ~y .می‌نامیم  
هدف اصلی در این مقاله ارائه‌ یک برآورد ریج در مدل رگرسیونی خطی مح))دود ش))ده تص))ادفی

، ک))اربرد برآوردگ))ر2، برآوردگ))ر ریج  ب))ا مح))دودیت خطی تص))ادفی، در بخش 1است. در بخش 
معرفی شده در داده‌های سیمان مطرح شده است. 

 برآوردگر ریج  با محدودیت خطی تصادفی- 1
 از نخستین افرادی بودن))د ک))ه ب))ا بک))ارگیری روش ریج ب))رای روی))ارویی ب))ا این[1 ]هورل و کنارد

مشکل مبادرت ورزیدند. پس از تلاش‌ه))ای آن دو این روش بیش از پیش رواج ی)افت. طبیعت)ا ب)ا
XTحضور همخطی در مدل بین ستون‌های ماتریس  X ارتباط خطی وجود دارد و در این ش)رایط

طبق خواص دترمینان، دترمینان این ماتریس بسیار کوچک شده و به سمت ص))فر می))ل می‌کن))د،
XTبنابراین درایه‌های وارون ماتریس  Xبس)یار ب)زرگ ش)ده و دقت برآوردگ)ر کم)ترین توان‌ه)ای 

دوم بسیار پ))ایین می‌آی))د و قاب))ل اس))تناد نخواه))د ب))ود. بزرگ))ترین م))زیت روش ریج وارون‌پ))ذیری
2 GLRT

3 Stochastic linear constraints
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XTهمیشگی ماتریس  X است. مسئله بهینه سازی روش ریج با فرض ناهمبس)ته ب)ودن خط)ا ب)ه
صورت 

min
β

( y−Xβ )T ( y−Xβ )+k βT β

 پارامتر ریج ن)ام دارد. ب)رای محاس))به این پ)ارامتر از روش ه)ایی  مختلفی میkاست که در آن 
توان استفاده کرد که در این مقاله از روش اعتبارسنجی مقابل استفاده می شود. برآوردگ))ر ب))ه

β̂Ridge=(XTروش ریج برابر  X+k I p)
−1 XT y.است 

 مسئله کمینه‌سازی ریج با فرض ناهمبسته ب)ودن خطاه))ا و در نظ))ر گ))رفتن مح))دودیت تص))ادفی
به‌صورت زیر است.

min
β

( y−Xβ )T ( y−Xβ )+k βT β

r=Rβ+ν

β̂Ridge برآوردگر به روش ریج محدودشده برابر 
SR =(~XT~X+k I p)

−1~XT~y.است 
 منابع بسیار مفیدی در این خصوص هستند که به خواننده علاقه‌مند پیشنهاد[7] و [6]مقالات 
می‌شود.

مطالعه شبیه سازی- 2
 ب)ه ص)ورتβ با در نظ)ر گ)رفتن y=Xβ+ε مشاهده از مدل رگرسیونی 100در این مطالعه 

β=(−2,3,5 ,−6,4 ε و ( N  اس))ت. ب))ه منظ))ور ایج))اد همخطی بین متغیره))ای توض))یحی(0,1)
درایه‌های ماتریس طرح به‌صورت 

x ij=(1−γ 2)
1
2 z ij+γ z ij ,i=1 , …, n , j=1 , …, p .

zشبیه‌سازی شده است.  به‌طوری که در آن  ijاعداد شبه تصادفی نرمال استاندارد مستقل بوده 
 طوری تعیین می‌شود که بین هر دو متغیر توضیحی همبستگی ایجاد شود. در این‌ مطالعهγو 

 درایه‌ها تولید می‌شوند. لازم به ذکر است که به منظورγ=0.9 و γ=0.78به‌ازای دو مقدار 
ایجاد محدودیت خطی تصادفی موارد 

[1 4 7 10 13
2 5 8 11 −2
3 6 9 12 15 ] , η X2 (10 ) ,r=Rβ+η , r=[ 45.9784−10.9318

54.2189 ]
1000در نظر گرفته شد. لازم به ذکر است که تعداد تکرار حلقه‌های شبیه‌س))ازی م))ونت ک))ارلو 

است. جدول برآورد پارامترها به روش کمترین توان‌های دوم محدودشده و روش ریج محدوشده
γ=0.87به ازای دو مقدار   گزارش شده است. پرواضح است که روش ریج1 در در جدول 0.9و

در هر دو مورد عملکرد بهتری داشته است. 
 رس))م ش))ده اس))ت.1 در ش))کل γ=0.87نمودارهای همبستگی میان متغیرهای توضیحی به ازای 

 وجود همخطی به وض))وح در نموداره))ا.  رسم شده استRاین نمودارها با استفاده از نرم‌افزار 
 ،x5 و x1 اس))ت ک))ه م))ابین متغیره))ای 89/0دی))ده می‌ش))ود. بیش))ترین م))یزان همبس))تگی براب))ر 

 است.x5 و x2متغیرهای 
 رس))م ش))ده اس))ت.2 در ش))کل γ=0.87نمودارهای همبستگی میان متغیرهای توضیحی به ازای 

 است94/0وجود همخطی به وضوح در نمودارها دیده می‌شود. بیشترین میزان همبستگی برابر 
  است.x5 و x4که مابین متغیرهای 
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γ=0.9 و γ=0.87:  ارزیابی برآوردگرها به‌ازای 1جدول 

γ=0.87

کمترین توان‌های دوم معمولیریج محدودشده
روشمحدودشده

انحراف
انحرافبرآورداریبیاستاندارد

ضریب رگرسیونیبرآورداریبیاستاندارد

1968/00945/09045/1-2571/02558/
0-

2558/
2-β̂1

1084/00119/0-9880/23041/01388/
0-

8611/
2β̂2

2261/00923/0-9067/41123/02186/
0

2186/
5β̂3

1197/01821/08178/5-1744/06262/
0

3737/
5-β̂4

2053/01256/08743/32935/00524/
0-

9475/
3β̂5

میانگین9235/04262/1
مربعات خطا

γ=0.9
کمترین توان‌های دوم معمولیریج محدودشده

روشمحدودشده
انحراف

انحرافبرآورداریبیاستاندارد
ضریب رگرسیونیبرآورداریبیاستاندارد

2781/01773/08226/1-2787/06933/
0-

6933/
2-β̂1

2333/00414/00414/32684/01880/
0-

8119/
2β̂2

2460/00158/0-9841/42617/03060/
0

3060/
5β̂3

3238/03186/06813/5-2713/08101/
0

1898/
5-β̂4

3829/03729/0-6270/33036/00012/
0-

9987/
3β̂5

میانگین0013/05772/1
مربعات خطا

4



γ=0.87: نمودارهای بررسی ارتباط خطی میان متغیرهای توضیحی به‌ازای 1شکل 

شکل
γ=0.9: نمودارهای بررسی ارتباط خطی میان متغیرهای توضیحی به‌ازای 2

نتيجه و جمع‌‌بندی- 3
در این مقاله مس))ئله بهینه‌س))ازی کم))ترین توان‌ه))ای دوم معم))ولی محدودش))ده و ریج

ب))ا حض))ور هم‌خطی ح))ل ش))د. نت))ایج ب))رمحدودشده در مجموعه داده شبیه‌س))ازی ش))ده 
عملکرد بهتر ریج محدودشده گواهی می‌دهند. 
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