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چکیده
هدف از این مقاله اثبات نامساوی های مربوط به متغیرهای تصادفی با

 و متغیرهای تصادفی هم توزیع بطوریکه در جای مناسب بریدهپراکندگی بزرگ
 که در قانون قوی اعداد بزرگ  یکی از مهمترینشده باشند برخورد خواهیم کرد

قوانین احتمال می باشد و به طور خلاصه ذکر می کند که میانگین نمونه به
 به میانگین متغیرهای تصادفی میل می کند (almost surelصورت تقریبآ مطمئن )

اهمیت این مقاله نامساوی ها ی مربوط به متغیر های تصادفی .بیان شده است
 اثبات می شوند و در ( به کمک تابع مفصلENDبطور منفی وابسته تعمیم یافته )

جایگاه احتمال یک قدم برجسته و مهم می باشند.
تابع ،  قانون قوی اعداد ،کوتاه سازی، کلمات کلیدی : وابسته منفی تعمیم یافته 

 مجموع جزئی،مفصل 
مقدمه :1

قانون قوی اعداد بزرگ برای متغیرهای تصادفی بطور منفی وابسته تعمیم
یافته توسط افراد مختلفی مورد بررسی قرار گرفته است که می توان به

ماتولا)(، 1982 و بلاک )(1981)کارهای انجام شده توسط ابراهیمی و گوش
 اشاره نمود(2009) جراسیمو و بیک٬(2004بینگام و نیلی سانی)٬(1992

X1(( متغیرهای تصادفی 1981) ابراهیمی، گوش )1تعریف  , X2 ,…, Xn،
 و به ازایn(گفته می شوند هرگاه به ازای هر LNODالف( وابسته منفی همراستای پایینی  )

x1هر  ,…, xn∈ R،

P {X1≤x1 ,…,X n≤ xn }≤∏
i=1

n

P {X i≤ x i }. (1 )

x1 و به ازای هر n( گفته می شود هرگاه به ازای هر UNODب( وابسته منفی همراستای بالایی ) ,…, xn∈R،
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P {X1>x1 ,…, Xn>xn }≤∏
i=1

n

P {X i>x i } . (2 )

( برقرار باشند.2( و هم )1( گفته می شود هرگاه هم )NODج( وابسته منفی همراستا )

:bn} فرض کنید 1قضیه  n≥1 Xn:n≥1}دنباله مثبتی از اعداد حقیقی غیرنزولی باشد. فرض کنید { }
EX با NODدنباله ای از متغیرهای تصادفی  n=0 و EXn

 باشد. همچنین فرض کنید∞>2

∑
n=1

∞ EX n
2

bn
2 <∞. (3 )

در این صورت،
En، داریم r<2>0الف( به ازای هر 

¿ (|Sn|/bn log n )r<∞ ¿،
Snایجاب می کند ∞↑bn>0ب(  /bn logn→0a . s ,n≥1، که در آن. Sn= X ii=1

n
Σ.

،r<2>0برهان: الف( توجه داشته باشید که به ازای هر 

En
¿ ( |sn|
bn logn )

r

<∞
⇔
∫
1

∞

P {¿n |Sn|
bn logn

>t
1
r }dt<∞.¿

( نتیجه می شود که3بنا به رابطه )

∫
1

∞

P {¿n |Sn|
bn logn

>t
1
r }dt ≤64∫

1

∞

t
−2
r lim
n→∞

( logn )−2 ( (log n/ log 3 )+2 )2

×( ∑j=m+1

n EX j
2

b j
2 +∑

j=1

m EX j
2

bm
2 )dt

¿64 lim
n→∞

( logn )−2 ( ( log n/ log 3 )+2 )2×( ∑j=m+1

n EX j
2

b j
2 +∑

j=1

m EX j
2

bm
2 )∫ t−2r dt<∞.

بنابراین اثبات )الف( کامل می شود.
داریم3ب( بنا به رابطه.

P {maxm≤ k ≤n| X ii=1

k
Σ

bk |≥ε log n}
≤32 ε−2 ( log n )−2 ( (log n/ log 3 )+2 )2( ∑

j=m+1

n EX j
2

b j
2 +∑

j=1

m EX j
2

bm
2 ).

اما

P {¿n| X ii=1

n
Σ

bn |≥ ε logn}=lim ⁡ P
n→∞ {maxm≤ k ≤n| X ii=1

k
Σ

bk |≥ε log n}
≤ lim
n→∞

32ε−2 ( log n )−2 ( ( log n/ log 3 )+2 )2
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×( ∑j=m+1

n EX j
2

b j
2 +∑

j=1

m EX j
2

bm
2 ) . (4 )

( نتیجه می شود که3بنا به رابطه)

∑
j=1

m EX j
2

bm
2 →0; n→∞ (5 )

( خواهیم داشت5 )–( 3بنابراین، با ترکیب )

lim
n→∞

P { ¿
k ≤ n| X ii=1

k
Σ

bk |≥ε logn}=0 , (6 )

را کامل می کند1که اثبات )ب( از قضیه 

     لم ها2
Xفرض کنیدمتغیرهای تصادفی k , k=1 ,…,n Fتوزیع های, k , k=1 ,…,nو

C (u1,…,un ) : [0,1 ]n↦ [0,1 ]
k=1مفصل آنها باشد  که بر اساس قضیه "اسکلار" به ازای تمام مقادیر   ,…,n، 

xk:باشد و داشته باشیم  
Pr (¿k=1¿n ( Xk ≤xk ))=C (F1 ( x1 ) ,…, Fn (xn ) ) . (7 )

.

∞,∞−)  توزیعی با مختصاتFفرض کنید  ∫ باشد. تابع های  کمکی (
δ
,∫
δ

±

را برای ثابت های دلخواه 

δ>0: مشخص نمایید 

∫
δ

( x )=x−δ ∫
|y|≤ x

|y|1+δF (dy )

¿ x−δ ∫
0≤ y ≤ x

y1+δ F (dy )+x−δ ∫
−x ≤ y ≤ 0

(− y )1+δ F (dy )

¿ ∫
δ

+¿ ( x )+ ∫
δ

−¿ ( x ) ,x>0. (8 )

¿¿¿

¿

وجود این تابع های کمکی برای ایجاد نامساوی های اصلی ما وبرای احتمالات
 ضروری می باشدENDدُمی حاصل جمع های   متغیرهای تصادفی 

fبه ازای توابع کمکی تعریف شده : 1لم δ , f δ
داریم:∞→x در هنگامی که ±
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xPrالف (   اگر  (X>x f   آنگاه.0→( δ
+¿→0¿

xPrب (    اگر (X<−x f  انگاه 0→( δ
−¿→c ¿

xPrپ (    اگر  (|X|>x f آنگاه0→( δ=f δ
+¿ ( x )+f δ

−¿ ( x )→0¿ ¿

 بنابر قضیه "فوبینی"اثبات الف :

∫
δ

+¿ x=x−δ ∫
0 ≤ y ≤x

y1+δF (dy ) ¿

¿

¿ x−δ (1+δ ) ∫
0≤ y≤ x

(∫
0

y

zδ dz)F (dy )

¿ x−δ (1+δ )∫
0

x

∫
z

x

zδF (dy )dz

¿ x−δ (1+δ )∫
0

x

zδ(∫
z

x

F (dy ))dz
¿ x−δ (1+δ )∫

0

x

zδ [F ( x )−F ( z ) ] dz

≤ x−δ (1+δ )∫
0

x

zδ [1−F ( z ) ] dz

¿ x−δ (1+δ )∫
0

x

zδF ( z )dz

¿ x−δ (1+δ )[∫0
x0

zδ F ( z )dz+∫
z0

x

zδF ( z)dz ]
≤ x−δ (1+δ )[∫0

x0

zδ F ( z )dz+∫
z0

x

zδ F ( εz )dz ]
≤ x−δ (1+δ )[∫0

x0

zδ F ( z )dz+x∫
z0

x

zδ−1dz ]
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¿ x−δ (1+δ ) [∫0
x0

zδ F ( z )dz+ε 1
δ [ xδ−z0δ ]]

≤ x−δ (1+δ )[∫0
x0

zδ F ( z )dz+ ε
δ
xδ ]

¿
(1+δ )
xδ

∫
0

x0

zδ F ( z )dz+ε (1+δ )
δ

بنابراين

∫
δ

+¿ ( x )≤
(1+δ )
xδ ∫

0

z 0

Zδ F (Z ) dz+ε
(1+δ )
δ ¿

در نتيجه∞+→xوε→0با توجه به اينكه¿

f δ
+¿ ( x )→ 0as x→+∞ ¿

اثبات  )ب(

∫
δ

−¿ ( x )= x−δ ∫
−x ≤ y ≤0

(− y )1 +δ F ( dy ) ¿

¿

¿ x−δ (1+δ ) ∫
−x ≤ y ≤0

(∫
0

− y

zδ dz)F (dy )

¿ x−δ∫
x

0

u1+ δF (−du )

¿−x−δ∫
x

0

u1+δF (−du )

¿ x−δ (1+δ ) (−1 )∫
0

x

t δ∫
t

x

F (−du ) dt
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¿ x−δ (1+δ ) (−1 )(∫
0

x

t δ∫
−t

−x

F (dy ) )dt

¿ x−δ (1+δ ) (−1 )[∫0
x

t δ [F (−x )−F (−t ) ] ]dt

¿
(1+δ )
xδ

∫
0

x0

t δ [F (−x )−F (−t ) ]dt

¿
(1+δ )
xδ

∫
0

−x

(−s )δ [F (s )−F ( x ) ] (−1 )ds

¿
(1+δ )
xδ

∫
−x

0

(−s )δ [F (s )−F ( x ) ] ds

≤ (1+δ )
xδ

∫
−x

0

(−S )δ F (S )ds
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≤ (1+δ )
xδ

∫
0

x

t δF (−t )dt

¿
(1+δ )
xδ [∫0

x0

t δF (− t )dt+∫
z0

x

tδ F (−t )dt ]

≤
(1+δ )
xδ [∫0

z0

t δ F (−t )dt+∫
z 0

x

t δ ε
t
dt ]

¿
(1+δ )
xδ [∫0

z0

t δF (−t )dt+ε [ tδδ ]
z0

x ]

¿
(1+δ )
xδ [∫

0

z0

t δF (−t )dt+ε [ xδ−Z0δδ ] ]
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≤
(1+δ )
xδ [∫0

z0

t δ F (−t )dt+ε x
δ

δ ]

 

¿ (1+δ )
xδ

∫
0

z0

t δ F (−t )dt+ δ+1
δ
ε ε→0 , x→+∞

پ  ( اثبات

xPr (|X|>x )=xPr ( X> x )+xPr (X<−x )

اينكه    به توجه xPrبا (X>x و0→( xPr (X<−x نتيجه  0→( در

f δ
fو ¿0→¿+ δ

−¿→0¿
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