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  (لیوویل-ماِشترو مسائل حل عددیموجک هار در کلی  روش)
 3، دکتر لیلا ترک زاده 2، دکتر کاظم نوری1عبدالرضا مومنی 

 ، آمار و علوم کامپیوتر دانشگاه سمنان رشتۀ ریاضی کاربردی دانشکده ریاضی دکتری  دانشجوی    -1

 ، آمار و علوم کامپیوتر دانشگاه سمنان ریاضیعضو هیئت علمی گروه ریاضی دانشکده    -2

 ، آمار و علوم کامپیوتر دانشگاه سمنان عضو هیئت علمی گروه ریاضی دانشکده ریاضی  -3

 چكیده 
معادلات دیفرانسیل کاربردهای زیادی در علوم مهندسی دارند. با این حال روشهای تحلیلی که برای حل این معادلات وجود  

 پیچیده و دشوار هستند. الگوریتم های محدودی نیز برای حل عددی این معادلات پیشنهاد شده اند. دارند اغلب  

، از مزایای مهم روش موجک هار، سادگی و هزینۀ محاسباتی خیلی کمِ آن است، چرا که ماتریس  دیفرانسیلدر حل معادلات 

 تبدیل هار، ماتریسی تُنُک است.

قابل توجه ضرایب موجک است و لذا استفاده از آن خیلی آسان بوده و هزینه های    همچنین مزیت دیگر هم تعداد کم و

  های هار به روش موجک لیوویل-اِشتروم مسائلتحلیل و بررسی یک در این پژوهش به  محاسباتی را بسیار پایین می آورد.

و نتایج حاصل از این روش  شده نهاد پیش  معادلهپرداخته می شود و یک روش کارا و مؤثر برای حل این  ( .[5-1])بخش مراجع

  ، مقایسه می شود تا دقت و کارایی روش موجک هار برای حل اینگونه از معادلات نشان داده شود.واقعیبا جوابهای دقیق و یا 

ک دانان  مورد توجّه بسیاری از ریاضی دانان و فیزیلیوویل - و مسائل اِشتروممثل معادلۀ هلمهولتز  فیزیکیمعادلات دیفرانسیل 

در   .( [12-6])بخش مراجع  در بسیاری از مقالات علمی مورد بحث و بررسی قرار گرفته استبوده است. این قبیل معادلات 

ارائه شده است و نتایج حاصل از آنها نیز به کمک  معادلات دیفرانسیل اینجا هم یک روش مؤثر و کارا برای حل اینگونه از 

 قابل مقایسه است.چبیشف با هم موجک لژاندر و حتی موجکهای دیگر مثل موجک موجک هار و 
 . لیوویل-اِشتروممعادلات دیفرانسیل، حل عددی، هار،   موجک، موجک هار، های کلیدی:واژه 

 و تعاریف  مقدمه -1
را مورد تجزیه و تحلیل قرار می  دیفرانسیل امروزه مطالعات زیادی برای گسترش روشهای جبری انجام می پذیرد که معادلات  

این  . بیشتر این تلاشها بر پایه چندجمله ایها و توابع متعامد بنا شده اند . ه شودئلگوریتم های مناسبی برای حل آنها اراادهد، تا 

ک پالس، چندجمله ایهای لاگر، چندجمله ایهای لژاندر، چندجمله ایهای ابع والش، توابع بلا روشهای عملیاتی براساس تو

موجک ها در ادامۀ تحقیقات فوریه مربوط به سیگنالها که به   .انجام شده است ها چبیشف، سری تیلور، سری فوریه و موجک 

موجک ها دارای انواع متعددی .  علم شدند ۀوارد عرصطور همزمان قادر به نگهداری اطلاعات مربوط به زمان و فرکانس نبودند 

دقت بسیار بالای روش   .ساده ترین آنها است لین وموجک هار اوّ. هستند... و  ، لاگراز جمله هار، لژاندر، چبیشف، هرمیت

جه بوده ، همواره مورد توموجک و بویژه جوابهای موجک هار حتی در حالاتی که تعداد نقاط گرهی و یا شبکه ای کم است

 .است
  ۀاید . دارد کاربرد علوم مختلف هایحوزه در که است ریاضی مهم  تبدیلات از یکی (Wavelet Transform) موجک بدیلت

  تبدیل خلاف بر را تبدیل این. کند  غلبه فوریه تبدیل  در موجود هایمحدودیت و  ها ضعف بر که است این موجک  تبدیل اصلی

به دست آوردن جواب های  . داد قرار استفاده مورد نیز دینامیک های سیستم و ایستا غیر هایسیگنال مورد در توانمی فوریه،
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بنابراین برای . ممکن بوده است غیرتقریباً ی موارد نیز خیلکلاسیک معادلات دیفرانسیل همیشه امکان پذیر نبوده است و در 

 . تقریبی استفاده کردباید از روش های دیفرانسیل معادلات  اکثر حل 

اوّلین فایدۀ موجکها به وسیلۀ دانشمندی به نام آلفِرِد هار عرضه شد؛ او علاقمند به یافتن پایه ای شبیه به پایۀ تبدیلات فوریه 

در فضای گُسسته برای هرفضای تابعی بود. در فیزیک موجکها، در توصیف حرکت براونی مورد استفاده واقع می شوند. انجام  

ر مُنجر به پیدایش تعدادی نظریّه گردید که در ساختن پایۀ موجک، مورد استفاده واقع شدند؛ موجکها همچنین در این کا

تحلیل وتوصیف حالات همسانی سیستم کوانتوم ویژه مفیدند؛ و بالاخره دانشمندی به نام اِستفان. مالات کشف کرد که در  

 باطات بسیار مهمی با توابع پایه ایِ موجک هستند. میدان انتشار سیگنالها، بانکهای فیلتر دارای ارت 

و این که این شرایط   استفادۀ مستقیم از شرایط مرزی و اولیه در نوشتن بسط ها در روش موجکها و بویژه موجک هار همچنین 

املاً رقابتی  این روش در مقایسه با روشهای کلاسیک دیگر، ک  سبب میشود که، مرزی به طور خودکار مورد توجه قرار می گیرند

 . باشدو کارآمد 
روش موجک هار، به صورت اَبزاری خیلی کارا و مؤثر در حل عددی کلیۀ معادلات دیفرانسیل ظاهر شده است. همچنین توانایی  

 انواع موجکهای دیگر )از جمله موجک لژاندار و چبیشف و لاگر( نیز در حل عددی انواع معادلات دیفرانسیل پدیدار گشته است. 

 پرداخته می شود.  موجک هارروش به کمک  لیوویل-اِشتروم مسائل  و تحلیل این تحقیق به بررسیدر 

𝑡  برای هر 4یکنواخت موجک هار   ۀخانواد: پایۀ تعریف ∈ [𝐴, 𝐵]   و هر ،𝑖 ≥  :به صورت زیر تعریف شده است،  1

ℎ1(t) = 1 ; A ≤ t ≤ B  , ℎi(t) = {
1     ;    ∀𝑡 ∈ [𝜉1 , 𝜉2) 

−1  ;    ∀𝑡 ∈ [ 𝜉2 , 𝜉3)

0           𝐸𝑙𝑠𝑒𝑊ℎ𝑒𝑟𝑒  

     𝑓𝑜𝑟 𝑖 ≥ 2  (1 − 1) 

 : که در اینجا داریم

 𝜉1 = 𝐴 + (𝐵 − 𝐴)
𝑘

𝑚
  , 𝜉2 = 𝐴 + (𝐵 − 𝐴)

𝑘+0∕5

𝑚
  , 𝜉3 = 𝐴 + (𝐵 − 𝐴)

𝑘+1

𝑚
  

𝑚  عدد صحیحِکه در اینجا   = 2𝑗; (𝑗 = 0,1,2, … , 𝐽)  ازموجک است و  ىسطح  ۀدهند  نشان𝑘 = 0,1, … ,𝑚 − نیز   1

؛  مى باشد که اصطلاحاً آن را میزان ظرافت نیز مى نامند  2𝑗نیز، تعیین کنندۀ اتّساع به اندازۀ   𝐽. عدد صحیحِ پارامتر انتقال است

𝑖 بر طبق فرمولِ ۀ فوق در رابط 𝑖اندیس   = 𝑚 + 𝑘 + 𝑘  شود، در حالت مقادیر مینیمالِ ىمحاسبه م 1 = 0 ,𝑚 = 1 

𝑖  :داریم = 𝑘به ازاى    2؛ یعنى    𝑖؛ به عبارت دیگرمى نیمم مقدار    2 = 0 ,𝑚 = 𝑖  همچنین.  ، است  1 = 2𝑀 = 2𝐽+1 

   . می باشد 𝑖  زیمم مقدار ماک

𝑖 فرض می شود که مقدارِ  همچنین = ℎ1با تابع مقیاس   1 ≡ و   ، که تابع مشخّصه نامیده شده متناظر است  [0,1]در بازه    1

 :  به این صورت تعریف مى شود

ℎ1(𝑡) = 𝜒[0,1] = {
1         ∀ 𝑡 ∈ [0 ,1)
0        𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒

 

1)حال با فرضِ انتگرالگیری از موجکهای هار در رابطۀ   .که همان تابع مشخصّه مى باشد  −  داریم:  (1

𝑞𝑖(𝑡) = ∫ ℎ𝑖(𝑡)
𝑡

0
𝑑𝑡  

,𝑄(𝑖پس اگر داشته باشیم:   𝑙) = 𝑞𝑖(𝑡𝑙)   2، آنگاه در این صورت، ماتریس𝑀   ِبعدی𝑃  :به طوری که ، 

𝑄 = 𝑃𝐻 
 . معرفّی کردند  [5,6]را ماتریسِ عملگرِ انتگرالگیری می نامیم که چِن و هسیائو در بخش مرجعِ 

 

 
4.Uniform Haar Wavelet (UHW) 
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 ، معادلۀ ماتریسیِ زیر برقرار است: 𝜇آنها نشان دادند که برای محاسبۀ چنین ماتریسی از مرتبۀ 

𝑃𝜇 = [
𝑃0.5𝜇 −

1

2𝜇
𝐻0.5𝜇

1

2𝜇
𝐻0.5𝜇 0

]  

𝑥  را برای هر 5اُم 𝒊پایۀ خانوادۀ موجکهای هار غیر یکنواختِ  : تعریف ∈ [𝐴, 𝐵]  و هر 𝑖 ≥  به شکل زیر است:  1

ℎ1(𝑥) = 1  , ℎ𝑖(𝑥) = {

 1   ;     ∀𝑥 ∈ [𝜉1(𝑖), 𝜉2(𝑖))      
−𝑐𝑖   ;    ∀𝑥 ∈ [𝜉2(𝑖), 𝜉3(𝑖))         
   0       𝐸𝑙𝑠𝑒𝑊ℎ𝑒𝑟𝑒                      

𝑓𝑜𝑟 𝑖 ≥ 2 

 به طوری که در اینجا داریم:

{

𝜉1(𝑖) = 𝑥(𝑘𝜇)

𝜉2(𝑖) = 𝑥[(𝑘 + 0.5)𝜇]

𝜉3(𝑖) = 𝑥[(𝑘 + 1)𝜇]
 ; 𝑐𝑖 =

𝜉2(𝑖)−𝜉1(𝑖)

𝜉3(𝑖)−𝜉2(𝑖)
 , 𝜇 = 𝑀 𝑚⁄   

 و لذا: 

{
 
 
 

 
 
 𝜉1(𝑖) = 𝑥2𝑘𝜇 = 𝐴 + ∆𝑥 (

𝑞
𝑘𝑀
𝑚 −1

𝑞−1
) ,

𝜉2(𝑖) = 𝑥(2𝑘+0 5⁄ )𝜇 = 𝐴 + ∆𝑥 (
𝑞
(𝑘+0.5)𝑀

𝑚 −1

𝑞−1
) ,

𝜉3(𝑖) = 𝑥(2𝑘+1)𝜇 = 𝐴 + ∆𝑥 (
𝑞
(𝑘+1)𝑀

𝑚 −1

𝑞−1
) .

  

 به یک میل کند، آنگاه پایۀ موجک هار یکنواخت به دست می آید.  𝒒دراینجا همانطورکه دیده می شود اگر حد  

𝑞به بیان دیگر با قرار دادنِ   = 1 ± 휀    ، نتایج عددی برای حالت موجک هار یکنواخت حاصل می شود. پس با تغییر مقدار𝒒  

 در حل برخی از معادلات می توان نتایجی با دقت و خطاهای بهتری گرفت. 
یا چند سطحی بودنِ این روش است که به ما این امِکان را می دهد که  و از جمله خصوصیات شیوۀ موجک هار، چند رزولوشنه 

برسانیم. زیرا که در روش موجک هار،  ممکن خطای حاصله را بهبود ببخشیم و آن را به کمترین مقدار  ، 𝑱مقادیرِ  دادن تغییربا 

دیگر خطای ناشی از قطع کردن که در روش تفاضلات مُتناهی است را نداریم و لذا تعداد جمله های بسط موجک هار بستگی  

ی  تِ خیلقنیز بسیار پائین است که این خود نشان دهندۀ د)یا نقاط شبکه ای(  دارد و این خطا حتی برای نقاط گرهی    𝑱به مقدارِ  

 زیادِ روش موجک هار است. 

𝑡∆زیر بازه که طول هریک از آنها برابر   2𝑀را به  [0,1]حال در اینجا بازۀ   =
1

2𝑀
می باشد، تقسیم کرده و سپس چون از  

 روش هم محلی استفاده می شود، لذا  نقاط شبکه ای را به صورت زیر در نظر می گیریم: 

𝜏𝑙 = 𝜏(𝑙) =
𝑙−1

2𝑀
   ;   𝑙 = 1,2, … ,2𝑀                                        (2 − 1)  

بحث شده در این پژوهش، به روشِ هم محلی حل شده اند، لذا این نقاطِ هم محلی را به   دیفرانسیلبه علّت این که معادلات 

 تعریف می شوند: نیز صورت زیر 

𝑡𝑙 = 𝑡(𝑙) =
𝑙−0.5

2𝑀
= 𝑥𝑙 = 𝑥(𝑙)   ;   𝑙 = 1,2, … ,2𝑀            (3 − 1)  

 
5.Non-Uniform Haar Wavelet (NUHW) 
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 را که ماتریس هار نام دارد، با درایه های زیر معرفّی کردند:  𝐻بعدیِ   2𝑀، ماتریس مربعی ِ  6هسیائو  چن و

𝐻(𝑖, 𝑙) = ℎ𝑖(𝑡(𝑙)) = ℎ𝑖(𝑡𝑙) 
موجک های هار، مورد بحث و بررسی قرار می گیرد. بازده یا کارایی مناسب و عملی بودن   کلیدر این پژوهش در ابتدا، روش  

مقایسه   دقیق این مسئله،با جوابهای  از آن  نتایج به دست آمده  سپس  و    مسألۀ تحلیل مدار بررسی می شود  دو آن نیز بر روی  

موجک هار  شیوۀ  ، نشان دهندۀ اعتبار و کاربرد فن  روشکارایی این  نیز  یا زُمُخت  سخت  دیفرانسیل  می شوند. در حل معادلات  

 مى باشد. 

 7م سوموجکهای هار سطح    :تعریف

عبارات ریاضی برای موجک پدر )تابع هار سه سطحی( و موجکهای مادر برای خانوادۀ موجک هار سه سطحی با سه فاکتور اتساع به این  

 صورتند:

,𝐴]توابع هار یک خانوادۀ متعامد موجهای مستطیلی شکل اَند که می توانند متفاوت از هر تابع دیگر باشند. این تابع ها بر   𝐵]    به صورت ،

 زیر تعریف می شوند: 

ℎ1(𝑡) = {
1 ; 𝐴 ≤ 𝑡 < 𝐵
1 𝑒𝑙𝑠𝑒𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒

 (𝐻𝑎𝑎𝑟 𝑠𝑐𝑎𝑙𝑖𝑛𝑔 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛)  

ℎ2(𝑡) =
√2

2
{

−1 ; 𝑧1(𝑖) ≤ 𝑡 < 𝑧2(𝑖)

2 ; 𝑧2(𝑖) ≤ 𝑡 < 𝑧3(𝑖)

−1 ; 𝑧3(𝑖) ≤ 𝑡 < 𝑧4(𝑖)

0          𝑒𝑙𝑠𝑒𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒

𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 2,4,… ,3𝑚 − 1,  

ℎ3(𝑡) = √
3

2
{

+1 ; 𝑧1(𝑖) ≤ 𝑡 < 𝑧2(𝑖)

0 ; 𝑧2(𝑖) ≤ 𝑡 < 𝑧3(𝑖)

−1 ; 𝑧3(𝑖) ≤ 𝑡 < 𝑧4(𝑖)

0          𝑒𝑙𝑠𝑒𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒

𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 3,5,… ,3𝑚  

 که دراینجا داریم: 

 

{
  
 

  
 𝑧1(𝑖) = 𝐴 + 𝐿

𝑘

𝑚
,

𝑧2(𝑖) = 𝐴 + 𝐿
𝑘+1 3⁄

𝑚
,

𝑧3(𝑖) = 𝐴 + 𝐿
𝑘+2 3⁄

𝑚
,

𝑧4(𝑖) = 𝐴 + 𝐿
𝑘+1

𝑚
.

 , 𝐿 = 𝐵 − 𝐴  

𝑚که در اینجا اعداد صحیح  = 3𝑗 ; (𝑗 = 0,1,… , 𝐽 − ، نشان دهندۀ هر سطحی از موجک است. همچنین اگر ماکسیمم سطح    (1

,𝐴]نشان داده و بازۀ    𝐽ظرافت را با   𝐵]    را به𝑀 = 3𝐽   زیربازۀ با طول یکسان تقسیم کنیم، آنگاه دراینصورت طول هر کدام از این

 زیربازه ها برابر است با: 

∆𝑥 =
𝐿

𝑀
=

𝐵−𝐴

𝑀
  

𝑘همچنین در اینجا هر عدد صحیحِ  = 0,1,… ,𝑚 − نیز بر طبق فرمول زیر حساب می   𝑖، نشان دهندۀ پارامتر انتقالند. هر اَندیس    1

 شود: 

{
𝑖 = 𝑚 + 2𝑘 + 1 ; 𝑖 𝑒𝑣𝑒𝑛
𝑖 = 𝑚 + 2𝑘 + 2 ;   𝑖 𝑜𝑑𝑑

 

 
6.Chen and Hsiao  
7. Haar Scale-3 Wavelets 
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 لیوویل نیز داریم:  –همچنین بر طبق فرمول انتگرال ریمان  

𝑝𝑎.𝑖(𝑡) =
1

Γ(𝑎)
∫ ℎ𝑖(𝑥)(𝑡 − 𝑥)

𝑎−1𝑡

𝐴
𝑑𝑥 ∀0 ≤ 𝑎 < 𝑚 , 𝑖 = 1,2,3,… ,3𝑚 ,𝑚 = 1,2,3,…   

 و بالاخره با محاسبۀ انتگرال معادلات بالا، خواهیم داشت: 

𝑝𝑎.𝑖(𝑡) =
𝑡𝑎

Γ(𝑎+1)
 𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1  

𝑖و برای مقادیر   = 2,4,6,8,… ,3𝑚 −  ، نیز داریم:    1

𝑝𝑎.𝑖(𝑡)

=
√2

2

{
 
 
 
 

 
 
 
 

0                                                                                                               𝑓𝑜𝑟 𝐴 ≤ 𝑡 ≤ 𝑧1(𝑖)
−1

Γ(𝑎 + 1)
(𝑡 − 𝑧1(𝑖))

𝑎
                                                                                   𝑓𝑜𝑟 𝑧1(𝑖) ≤ 𝑡 ≤ 𝑧2(𝑖)

1

Γ(𝑎 + 1)
[−(𝑡 − 𝑧1(𝑖))

𝑎
+ 3(𝑡 − 𝑧2(𝑖))

𝑎
]                                                𝑓𝑜𝑟 𝑧2(𝑖) ≤ 𝑡 ≤ 𝑧3(𝑖)

1

Γ(𝑎 + 1)
[−(𝑡 − 𝑧1(𝑖))

𝑎
+ 3(𝑡 − 𝑧2(𝑖))

𝑎
− 3(𝑡 − 𝑧3(𝑖))

𝑎
]                      𝑓𝑜𝑟 𝑧3(𝑖) ≤ 𝑡 ≤ 𝑧4(𝑖)

1

Γ(𝑎 + 1)
[−(𝑡 − 𝑧1(𝑖))

𝑎
+ 3(𝑡 − 𝑧2(𝑖))

𝑎
− 3(𝑡 − 𝑧3(𝑖))

𝑎
+ (𝑡 − 𝑧3(𝑖))

𝑎
]  𝑓𝑜𝑟 𝑧4(𝑖) ≤ 𝑡 ≤ 𝐵

 

𝑖  و نیز برای مقادیرِ = 3,5,7,9,… ,3𝑚   :هم داریم ، 

𝑝𝑎.𝑖(𝑡) =

√
3

2

{
 
 
 

 
 
 

0                                                                                                               𝑓𝑜𝑟 𝐴 ≤ 𝑡 ≤ 𝑧1(𝑖)
1

Γ(𝑎+1)
(𝑡 − 𝑧1(𝑖))

𝑎
                                                                                   𝑓𝑜𝑟 𝑧1(𝑖) ≤ 𝑡 ≤ 𝑧2(𝑖)

1

Γ(𝑎+1)
[(𝑡 − 𝑧1(𝑖))

𝑎
− (𝑡 − 𝑧2(𝑖))

𝑎
]                                                   𝑓𝑜𝑟 𝑧2(𝑖) ≤ 𝑡 ≤ 𝑧3(𝑖)

1

Γ(𝑎+1)
[(𝑡 − 𝑧1(𝑖))

𝑎
− (𝑡 − 𝑧2(𝑖))

𝑎
− (𝑡 − 𝑧3(𝑖))

𝑎
]                         𝑓𝑜𝑟 𝑧3(𝑖) ≤ 𝑡 ≤ 𝑧4(𝑖)

1

Γ(𝑎+1)
[(𝑡 − 𝑧1(𝑖))

𝑎
− (𝑡 − 𝑧2(𝑖))

𝑎
− (𝑡 − 𝑧3(𝑖))

𝑎
+ (𝑡 − 𝑧4(𝑖))

𝑎
]   𝑓𝑜𝑟 𝑧4(𝑖) ≤ 𝑡 ≤ 𝐵

  

 [ تعریف می شوند. 0,1مستطیلی هستند که روی بازه ] -تعامد از توابع موجیخانواده ای مُ ،موجک های هار

می سازد    2سطح  را بهتر و متمایزتر از موجکهای هار    3با مقیاس  ینجا لازم به تذکر است که تفاوت اصلی که موجکهای هار  در ا

است که در موجک هار   این  مقیاس  در  در  2با  آنکه  است حال  کل خانوادۀ موجک  مادر مسئول ساختِ  ، فقط یک موجک 

، دو موجک مادر و با دو شکل مختلف، مسئول ساخت کل خانوادۀ موجک هار سه سطحی اَند و لذا بر  3 سطحبا موجکهای هار 

 ، نرخ همگرایی جواب افزایش پیدا می کند.  3با مقیاس طبق این واقعیّت، در استفاده از موجک هار 
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 تحلیل همگرایی 

 شود: : ضرب داخلی موجکهای هار به صورت زیر تعریف می تعریف

∫ ℎ𝑖(𝑡)ℎ𝑗(𝑡)
1

0
𝑑𝑡 = 2−𝑗𝛿𝑖𝑗 = {

2−𝑗 =
1

2𝑗
  ;   𝑖𝑓 𝑖 = 𝑗 = 2𝑗 + 𝑘 + 1

0          ;                      𝑖𝑓 𝑖 ≠ 𝑗
; 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝐽 − 1 , 0 ≤ 𝑘 < 2𝑗 (4 −

1)  
 (: 1- 1لم )

را میتوان بر حسب یک سری هار با عبارتهای متناهی به شکل زیر، بسط و گسترش  (0,1]در بازۀ   𝑓(𝑡)هر تابع انتگرال پذیرِ  

 داد:

𝑓(𝑡) = ∑ 𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑡)
∞
𝑖=1  ; 𝑡 ∈ [0,1), 𝑖 ∈ {0} ∪ ℕ , 𝑎𝑖 = 〈𝑔(𝑡), ℎ𝑖(𝑡)〉 = 2

𝑗 ∫ 𝑓(𝑡)ℎ𝑖(𝑡)
1

0
𝑑𝑡  ;  𝑖 =

1,2,… ,𝑀.  
 به صورت زیر تعیین می شوند:  𝑎𝑖به قسمی که در اینجا ضرایب  

𝑖 = 𝑚 + 𝑘 + 1 = 2𝑗 + 𝑘 + 1 ≥ 2 ; 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝐽 − 1 , 0 ≤ 𝑘 < 2𝑗 
 و نیز به طوری که انتگرال مربع خطای زیر، مینیمم باشد: 

𝜖 = ∫ [𝑓(𝑡) − ∑ 𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑡)
𝑀
𝑖=0 ]2

1

0
𝑑𝑡  ;𝑀 = 2𝐽 , 𝐽 ∈ {0} ∪ ℕ  

∑به فرض اینکه   (:1- 2قضیۀ ) 𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑡)
∞
𝑖=1   ِیک سری هار تابع ،𝑓(𝑡) ∈ ℋ = 𝐿2([0,1]) :باشد، آنگاه دراینصورت 

𝑓𝑀(𝑡)عبارتِ  = ∑ 𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑡)
𝑀
𝑖=1   وقتی که𝑀 →  است. 𝑓(𝑡)، همگرا به تابع    ∞

4): در ابتدا با استفاده از رابطۀ برهان −  ، می توان نوشت: (1

𝑎1 = ∫ 𝑓(𝑡)
1

0
𝑑𝑡 = , 𝑎𝑖 =

〈𝑓(𝑡),ℎ𝑖(𝑡)〉

1
𝑚⁄

= 𝑚〈𝑓(𝑡), ℎ𝑖(𝑡)〉 = 2𝑗 ∫ 𝑓(𝑡)ℎ𝑖(𝑡)
1

0
 ;  𝑖 = 2,3, . . . , 𝑀  

∑که دراینجا دنبالۀ مجموعهای جزئی   𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑡)
∞
𝑖=1   و𝑓𝑀(𝑡)  ِیک دنبالۀ کوشی درفضای هیلبرت ،ℋ   است. پس با فرض آنکه

𝑓𝑀(𝑡)  ، 

 یک مجموع جزئی دلخواه باشد، آنگاه داریم: 

∑ 𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑡)
∞
𝑖=1 , 𝑖. 𝑒. , 𝑓𝑁(𝑡) = ∑ 𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑡)

𝑁
𝑖=1   

𝑀و لذا برای هر   > 𝑁 :نیز خواهیم داشت 

‖𝑓𝑀(𝑡) − 𝑓𝑁(𝑡)‖
2 = ‖∑ 𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑡)

𝑀
𝑖=𝑁+1 ‖

2
= 〈∑ 𝑎𝑖ℎ𝑖(𝑡)

𝑀
𝑖=𝑁+1 , ∑ 𝑎𝑙ℎ𝑙(𝑡)

𝑀
𝑙=𝑁+1 〉  

                           = ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑎�̅�〈ℎ𝑖(𝑡), ℎ𝑙(𝑡)〉
𝑀
𝑙=𝑁+1

𝑀
𝑖=𝑁+1 = ∑

1

𝑚
|𝑎𝑖|

2𝑀
𝑖=𝑁+1 < ∑ |𝑎𝑖|

2𝑀
𝑖=𝑁+1   

 و اکنون با استفاده از نامساوی بِسِل، می توانیم بنویسیم: 

∑ |𝑎𝑖|
2𝑀

𝑖=𝑁+1 ≤ ∑ |𝑎𝑖|
2∞

𝑖=0 ≤ ‖𝑓(𝑡)‖2 < ∞  
𝑓𝑀(𝑡)‖پس بنابراین:   − 𝑓𝑁(𝑡)‖

2 → 𝑀,𝑁امی که:  ، هنگ 0 → ؛ به عبارت دیگر این به مفهوم آن است که دنبالۀ   ∞

𝑓𝑀(𝑡)   یک دنبالۀ کوشی بوده و لذا این دنباله همگرا به ،𝑔 ∈ ℋ .است 

𝑓(𝑡)و سرانجام نشان می دهیم که:   = 𝑔(𝑡)   4)؛ برای این منظور، به کمک رابطۀ − و نیز با استفاده از خاصیت ضرب  (1

 داخلی موجکهای هار، می توان نوشت:

〈𝑔(𝑡) − 𝑓(𝑡) , ℎ𝑖(𝑡)〉 = 〈𝑔(𝑡) , ℎ𝑖(𝑡)〉 − 〈𝑓(𝑡) , ℎ𝑖(𝑡)〉 = 𝑙𝑖𝑚
𝑀→∞

〈𝑓𝑀(𝑡) , ℎ𝑖(𝑡)〉 − 𝑎𝑖 = 𝑎𝑖 − 𝑎𝑖 = 0 

 و لذا حکم قضیه ثابت می شود.
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 موجک هار شیوۀ کلی کمک  اب با متغیر زمان 8  لیوویل- اِشتروم مسائلتحلیل و بررسی  -2
موجک هار دارای یک نقطه ضعف اساسی است و آن این است موجک هار پیوسته نیست و لذا به همین دلیل عدم پیوستگى،  

ودر نتیجۀ آن، عدم وجود مُشتقاّت در نقاط ناپیوستگی، به کار بردن موجک هار بطور مستقیم برای حل معادلات دیفرانسیل 

 ممکن و مقدور نیست.

نشان دهیم، آنگاه به دلیل همین عدم پیوستگی   𝑦𝑛(𝑡)ه طور کلی اگر بالاترین مرتبۀ مشتقات ظاهر شده در معادله را با  ب

 پس می توان بسط موجک هار این معادله را از بالاترین مرتبۀ معادله، به صورت زیر نشان داد: ،موجک هار

{
  
 

  
 
𝑦(𝑛)(𝑡) = 𝐶𝑖𝐻                                                                                         

𝑦(𝑛−1)(𝑡) = 𝐶𝑖𝑃𝐻 + 𝑦0
(𝑛−1)

𝐸𝑀                                                            

𝑦(𝑛−2)(𝑡) = 𝐶𝑖𝑃
2𝐻 + 𝑦0

(𝑛−1)
𝑇 + 𝑦0

(𝑛−2)

0
𝐸𝑀                                    

⋮

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑖𝑃
𝑛𝐻 + 𝑦0

(𝑛−1)
𝑇𝑛−1 + 𝑦0

(𝑛−2)
𝑇𝑛−2 +⋯+ 𝑦0

′𝑇 + 𝑦0𝐸𝑀

 

𝑇که در اینجا   = {𝑡𝑖}𝑖=1
𝑀   بردار نقاط هم محلی و ،𝐸𝑀 .نیز بردار واحد هم بُعد با آن است 

,𝐴]ضمناً دراینجا توجّه کنید که دقت و کارایی روش ما به کمک تابع های خطای زیر بر بازۀ   𝐵] = ، برآورد و یا   [0,1]

 تخمین زده می شود: 

𝛿𝑖 = 𝑚𝑎𝑥
1≤𝑗≤𝑀

|𝑢𝑒𝑖(𝑡𝑗) − 𝑢𝑖(𝑡𝑗)| , 𝜎𝑖 =
‖𝛿𝑖‖2

𝑀
=

‖|𝑢𝑒𝑖(𝑡𝑗)−𝑢𝑖(𝑡𝑗)|‖2

𝑀
  

               𝑺. 𝒕.   𝑡𝑗 = 𝐴 + (𝐵 − 𝐴)
𝑗−1 2⁄

𝑀
= 𝐴 + 𝐿

𝑗−0.5

𝑀
 ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑛   

 لیوویل -ماِشترو مسئله هایبرای  مثال عددی چند -3
 ( را در نظر بگیرید: [13])از بخش مرجع  لیوویل«-معادلۀ دیفرانسیل زیر موسوم به »معادلۀ اِشتروم: (3- 1مثال )

𝑓′′(𝑡) + 𝜆𝑛𝑓(𝑡) = 0 ;  𝑓(0) = 0 , 𝑓(1) = 1, 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓] = [0, 𝐿] = [0,1]   (1 − 3) 

 ، به صورت زیر است:  𝜆𝑛مقادیر ویژه و توابع ویژۀ نظیر این مسأله به ازای هر  به طوری که 

𝑓𝑛(𝑡) =
𝑠𝑖𝑛(√𝜆𝑛−1𝑡)

𝑠𝑖𝑛(√𝜆𝑛−1)
 ; 𝜆𝑛 = 𝑛

2 + 1  

1)و اینک برای پیدا کردن تقریب جواب برای معادلۀ  − 𝐷2𝑓(𝑡)، در ابتدا فرض می کنیم که   (3 = 𝑓′′(𝑡) = 𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 

 از رابطۀ اخیر داریم: 𝑡و سپس با دو بار انتگرال گیری نسبت به 

{

𝐷2𝑓(𝑡) = 𝑓′′(𝑡) = 𝑐𝑀𝑇𝐻𝑀                                                                 
𝐷𝑓(𝑡) = 𝑓′(𝑡) = 𝑐𝑀𝑇𝑃𝐻𝑀 + 𝑓′(0)                                                  
 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑀

𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝐷𝑓(0)𝑡 + 𝑓(0) = 𝑐𝑀
𝑇𝑄𝐻𝑀 + 𝑓′(0)𝑡 + 𝑓(0)

  

1)و حالا با جایگذاری روابط بالا در معادلۀ   −  داشت: ، خواهیم  (3
𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 + 𝑡𝑓

2𝜆𝑛(𝑐𝑀
𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝑓′(0)𝑡 + 𝑓(0)) = 0 

 : داریمبا در نظر گرفتن شرایط اوّلیه در این مسأله،  و در نتیجه
𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 + 𝑡𝑓

2𝜆𝑛(𝑐𝑀
𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝑓0

′𝑇 + 𝑓0𝐸𝑀)) = 0 

𝑐𝑀از معادلۀ فوق، ضرایب موجک 
𝑇   به راحتی محاسبه شده و سپس بردار جواب هار به ازای مقادیر مختلف𝜆𝑛   به دست می

𝑡مقایسۀ بین جواب روش موجک هار و جواب تحلیلی این مسأله به ازای هر آید.  ∈ [0, 𝑡𝑓] = 𝑛، و   [0,1] = ، در جدول   4

(1 − 1)و نیز در شکل   (3 − تقریباً در   شیوۀ موجک هارآورده شده است. نتایج عددی این مقایسه ما را مُتقاعد میکند که  (3

 است. کوتای این مسئله -دقیق و یا رانگ تطابقِ کامل با جواب 

 
8 Sturm-Liouville Problems 
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𝐽 4 5 6 7 8 𝐽 = 4 𝐽 = 5 

𝑀 = 2𝐽 16 32 64 128 256 𝑀 = 3𝐽 = 81 𝑀 = 3𝐽 = 243 

𝛿1 0.0121 0.00301 7.5200𝑒 − 04 1.8800𝑒 − 04 0.000047 0.00047 5.2141𝑒 − 05 

𝜎1 0.00625 0.0003125 6.4100𝑒 − 05 1.7700𝑒 − 05 0.0000036 0.000036 4.1030𝑒 − 06 

1)جدول   − 1)  لیوویل- اِشترومبرای مسألۀ   از جواب دقیق یا واقعی   با  سطح دو و سه  هارهای : مقایسۀ نتایج عددی بین جواب موجک  (3 − 3)  . 
 

    

 
1)شکل   −  نمایش خطا    همچنین: نمودارهای مربوط به تابع خطا و نیز جواب موجک هار و جواب دقیق یا واقعی و    (3

𝑡𝑖در نقاط  =
𝑖

10
 ; 𝑖 = 1,2, … 1)  لیوویلِ-اِشتروممسئلۀ ، برای  10, − 𝐽  با (3 = 8  . 
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 : در نظر بگیریدرا ( [13])از بخش مرجع  «لیوویل-ماِشترومعادلۀ دیفرانسیل زیر موسوم به »معادلۀ : (3- 2مثال )

𝑓′′(𝑡) + 𝜆𝑛𝑓(𝑡) = 0 ;  𝑓(0) = 𝑓′(0) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓] = [0, 𝐿] = [0,1]   (2 − 3) 

 ، به صورت زیر است: 𝜆𝑛این مسأله به ازای هر  مقادیر ویژه و توابع ویژۀ نظیر

𝑓𝑛(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(√𝜆𝑛𝑡) + 𝑐𝑜𝑠(√𝜆𝑛𝑡) ;  𝜆𝑛 = (
(2𝑛−1)𝜋

2𝐿
)
2

  
2)و اینک برای پیدا کردن تقریب جواب برای معادلۀ  − 𝐷2𝑓(𝑡)، در ابتدا فرض می کنیم که   (3 = 𝑓′′(𝑡) = 𝑐𝑀

𝑇𝐻𝑀 

 از رابطۀ اخیر داریم: 𝑡و سپس با دو بار انتگرال گیری نسبت به 

{

𝐷2𝑓(𝑡) = 𝑓′′(𝑡) = 𝑐𝑀𝑇𝐻𝑀                                                                 
𝐷𝑓(𝑡) = 𝑓′(𝑡) = 𝑐𝑀𝑇𝑃𝐻𝑀 + 𝑓′(0)                                                  
 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑀

𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝐷𝑓(0)𝑡 + 𝑓(0) = 𝑐𝑀
𝑇𝑄𝐻𝑀 + 𝑓′(0)𝑡 + 𝑓(0)

  

2)و حالا با جایگذاری روابط بالا در معادلۀ   −  داشت: ، خواهیم  (3
𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 + 𝑡𝑓

2 𝜆𝑛(𝑐𝑀
𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝑓′(0)𝑡 + 𝑓(0)) = 0 

 : داریم، در این مسأله با در نظر گرفتن شرایط اوّلیه و در نتیجه
𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 + 𝑡𝑓

2 𝜆𝑛(𝑐𝑀
𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝑓0

′𝑇 + 𝑓0𝐸𝑀)) = 0 

𝑐𝑀از معادلۀ فوق، ضرایب موجک 
𝑇   به راحتی محاسبه شده و سپس بردار جواب هار به ازای مقادیر مختلف𝜆𝑛   به دست می

𝑡مقایسۀ بین جواب روش موجک هار و جواب تحلیلی این مسأله به ازای هر  آید. ∈ [0, 𝑡𝑓] = 𝑛و  ،   [0,1] = در جدول    ، 2

(2 − 2)در شکل   نیزو  (3 − تقریباً در   شیوۀ موجک هارآورده شده است. نتایج عددی این مقایسه ما را مُتقاعد میکند که  (3

 است. کوتای این مسئله -دقیق و یا رانگ تطابقِ کامل با جواب 

2)جدول   − 2)  لیوویل- اِشتروممسألۀ  برای  از جواب دقیق یا واقعی   موجک های هار سطح دو و سه با: مقایسۀ نتایج عددی بین جواب   (3 − 3) . 

𝐽 4 5 6 7 8 𝐽 = 4 𝐽 = 5 

𝑀 = 2𝐽  16 32 64 128 256 𝑀 = 3𝐽 = 81 𝑀 = 3𝐽 = 243 

𝛿1 0.0148 0.0037 9.3510𝑒 − 04 0.000234 5.8500𝑒 − 05 5.8400𝑒 − 04 6.5000𝑒 − 05 

𝜎1 0.00125 3.1250𝑒 − 04 8.2410𝑒 − 05 7.8125𝑒 − 05 3.9063𝑒 − 06 1.2346𝑒 − 05 5.4000𝑒 − 06 
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2)شکل   −  نمایش خطا    همچنین: نمودارهای مربوط به تابع خطا و نیز جواب موجک هار و جواب دقیق یا واقعی و    (3

𝑡𝑖در نقاط  =
𝑖

10
 ; 𝑖 = 1,2,… 2)  لیوویلِ -اِشتروممسئلۀ  ، برای    10, − 𝐽 با  (3 = 8  . 

 را در نظر بگیرید: به صورت زیر ( [13])از بخش مرجع  لیوویل«-اِشترومشکل دیگری از »مسألۀ : (3- 3مثال )

𝑓′′(𝑡) + 𝜆𝑛𝑓(𝑡) = 0 ;  𝑓(0) = 𝑓(𝐿) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓] = [0, 𝐿] = [0,1]   (3 − 3) 

 ، به صورت زیر است: 𝜆𝑛مقادیر ویژه و توابع ویژۀ نظیر این مسأله به ازای هر 

𝑓𝑛(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(√𝜆𝑛𝑡) ;  𝜆𝑛 = (
𝑛𝜋

𝐿
)
2
  

3)تقریب جواب برای معادلۀ  و حالا برای یافتن  − 𝐷2𝑓(𝑡)، در ابتدا فرض می کنیم که   (3 = 𝑓′′(𝑡) = 𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀   و

 از رابطۀ اخیر داریم:  𝑡سپس با دو بار انتگرال گیری نسبت به 

{

𝐷2𝑓(𝑡) = 𝑓′′(𝑡) = 𝑐𝑀𝑇𝐻𝑀                                                                 
𝐷𝑓(𝑡) = 𝑓′(𝑡) = 𝑐𝑀𝑇𝑃𝐻𝑀 + 𝑓′(0)                                                  
 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑀

𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝐷𝑓(0)𝑡 + 𝑓(0) = 𝑐𝑀
𝑇𝑄𝐻𝑀 + 𝑓′(0)𝑡 + 𝑓(0)

  

𝑡و اکنون با قرار دادن   =  در رابطۀ فوق داریم:  1
𝑓(1) = 𝑐𝑀

𝑇 𝑞𝐻𝑀 + 𝑓
′(0)(1) + 𝑓(0)  𝐼𝑚𝑝𝑙𝑖𝑒𝑠 𝑡ℎ𝑎𝑡  𝑓′(0) = 𝑓(1) − (𝑐𝑀

𝑇 𝑞𝐻𝑀 + 𝑓(0)) 

3)و حالا با جایگذاری روابط بالا در معادلۀ   −  ، خواهیم داشت:  (3
𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 + 𝑡𝑓

2 𝜆𝑛(𝑐𝑀
𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝑓′(0)𝑡 + 𝑓(0)) = 0 
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 : داریمبا در نظر گرفتن شرایط اوّلیه در این مسأله،  و در نتیجه
𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 + 𝑡𝑓

2 𝜆𝑛(𝑐𝑀
𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝑓0

′𝑇 + 𝑓0𝐸𝑀)) = 0 

 و یا: 
𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 + 𝑡𝑓

2 𝜆𝑛(𝑐𝑀
𝑇𝑃2𝐻𝑀 + (𝑓(1) − (𝑐𝑀

𝑇 𝑞𝐻𝑀 + 𝑓(0)))𝑇 + 1𝐸𝑀0) = 0 

𝑐𝑀از معادلۀ فوق، ضرایب موجک 
𝑇   به راحتی محاسبه شده و سپس بردار جواب هار به ازای مقادیر مختلف𝜆𝑛   به دست می

𝑡مقایسۀ بین جواب روش موجک هار و جواب تحلیلی این مسأله به ازای هر آید.  ∈ [0, 𝑡𝑓] = 𝑛، و   [0,1] =
3

2
، در جدول   

(3 − 3)و نیز در شکل   (3 − تقریباً در   شیوۀ موجک هارقاعد میکند که آورده شده است. نتایج عددی این مقایسه ما را مُت (3

 است. کوتای این مسئله -دقیق و یا رانگ تطابقِ کامل با جواب 

3)جدول   − 3)  لیوویل- اِشترومبرای مسألۀ   از جواب دقیق یا واقعی   با  موجک های هار سطح دو و سه: مقایسۀ نتایج عددی بین جواب   (3 − 3) . 

    

 
3)شکل   −  نمایش خطا    همچنین: نمودارهای مربوط به تابع خطا و نیز جواب موجک هار و جواب دقیق یا واقعی و    (3

𝑡𝑖در نقاط  =
𝑖

10
 ; 𝑖 = 1,2,… 3)  لیوویلِ -اِشتروممسئلۀ  ، برای    10, − 𝐽 با  (3 = 8  . 

 

𝐽 4 5 6 7 8 𝐽 = 4 𝐽 = 5 

𝑀 = 2𝐽 16 32 64 128 256 𝑀 = 3𝐽 = 81 𝑀 = 3𝐽 = 243 

𝛿1 0.0131 0.0033 0.00083 2.0750𝑒 − 04 0.000052 0.000518 5.7583𝑒 − 05 

𝜎1 0.00125 6.2500𝑒 − 04 3.1250𝑒 − 04 7.8125𝑒 − 05 7.8125𝑒 − 05 0.000247 1.6461𝑒 − 06 
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 را در نظر بگیرید: به صورت زیر ( [13])از بخش مرجع  لیوویل«-شکل دیگری از »مسألۀ اِشتروم: (3- 4مثال )

𝑓′′(𝑡) + 𝜆𝑛𝑓(𝑡) = 0 ;  𝑓′(0) = 𝑓′(𝐿) = 0 , 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓] = [0, 𝐿] = [0,1]   (4 − 3) 

 ، به صورت زیر است: 𝜆𝑛مقادیر ویژه و توابع ویژۀ نظیر این مسأله به ازای هر 

𝑓𝑛(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(√𝜆𝑛𝑡) ;  𝜆𝑛 = (
2𝑛𝜋

𝐿
)
2
  

4)تقریب جواب برای معادلۀ  و حالا برای یافتن  − 𝐷2𝑓(𝑡)، در ابتدا فرض می کنیم که   (3 = 𝑓′′(𝑡) = 𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀   و

 از رابطۀ اخیر داریم:  𝑡سپس با دو بار انتگرال گیری نسبت به 

{

𝐷2𝑓(𝑡) = 𝑓′′(𝑡) = 𝑐𝑀𝑇𝐻𝑀                                                                 
𝐷𝑓(𝑡) = 𝑓′(𝑡) = 𝑐𝑀𝑇𝑃𝐻𝑀 + 𝑓′(0)                                                  
 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑀

𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝐷𝑓(0)𝑡 + 𝑓(0) = 𝑐𝑀
𝑇𝑄𝐻𝑀 + 𝑓′(0)𝑡 + 𝑓(0)

  

𝑡و اکنون با قرار دادن   =  در رابطۀ فوق داریم:  1
𝑓(1) = 𝑐𝑀

𝑇 𝑞𝐻𝑀 + 𝑓
′(0)(1) + 𝑓(0) = 𝑓(0)  𝐼𝑚𝑝𝑙𝑖𝑒𝑠 𝑡ℎ𝑎𝑡  𝑓(0) = 𝑓(1) − (𝑐𝑀

𝑇 𝑞𝐻𝑀 + 𝑓
′(0)) = 𝑓(1) 

 و یا: 
𝑐𝑀
𝑇 𝑞𝐻𝑀 + 𝑓

′(0) = 0 

 و نیز

𝑓′(1) = 𝑐𝑀
𝑇 𝑝𝐻

𝑀
+ 𝑓′(0)  = 𝑓′(0) 𝐼𝑚𝑝𝑙𝑖𝑒𝑠 𝑡ℎ𝑎𝑡  𝑐𝑀

𝑇 𝑝𝐻
𝑀
= 0 

4)و حالا با جایگذاری روابط بالا در معادلۀ   −  ، خواهیم داشت:  (3
𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 + 𝑡𝑓

2 𝜆𝑛(𝑐𝑀
𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝑓′(0)𝑡 + 𝑓(0)) = 0 

 : داریمبا در نظر گرفتن شرایط اوّلیه در این مسأله،  و در نتیجه
𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 + 𝑡𝑓

2 𝜆𝑛(𝑐𝑀
𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝑓0

′𝑇 + 𝑓0𝐸𝑀)) = 0 

 و یا: 
𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 + 𝑡𝑓

2 𝜆𝑛(𝑐𝑀
𝑇𝑃2𝐻𝑀 + (𝑓(1) − (𝑐𝑀

𝑇 𝑞𝐻𝑀 + 𝑓(0)))𝑇 + 1𝐸𝑀0) = 0 

𝑐𝑀از معادلۀ فوق، ضرایب موجک 
𝑇   به راحتی محاسبه شده و سپس بردار جواب هار به ازای مقادیر مختلف𝜆𝑛   به دست می

𝑡مقایسۀ بین جواب روش موجک هار و جواب تحلیلی این مسأله به ازای هر آید.  ∈ [0, 𝑡𝑓] = 𝑛، و   [0,1] = ، در جدول   1

(4 − 4)و نیز در شکل   (3 − تقریباً در   شیوۀ موجک هارآورده شده است. نتایج عددی این مقایسه ما را مُتقاعد میکند که  (3

 است. کوتای این مسئله -دقیق و یا رانگ تطابقِ کامل با جواب 

4)جدول   − 4)  لیوویل- اِشترومبرای مسألۀ   از جواب دقیق یا واقعی   موجک های هار سطح دو و سه با: مقایسۀ نتایج عددی بین جواب   (3 − 3) . 

𝐽 4 5 6 7 8 𝐽 = 4 𝐽 = 5 

𝑀 = 2𝐽 16 32 64 128 256 𝑀 = 3𝐽 = 81 𝑀 = 3𝐽 = 243 

𝛿1 0.0314 0.00811 0.0020 0.000512 0.000128 0.0013 1.4205𝑒 − 04 

𝜎1 0.0025 0.000375 1.5625𝑒 − 04 7.8125𝑒 − 05 0.0000 1.2346𝑒 − 04 4.1152𝑒 − 06 
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4)شکل  −  : نمودارهای مربوط به تابع خطا و نیز جواب موجک هار و جواب دقیق یا واقعی و همچنین نمایش خطا   (3

𝑡𝑖در نقاط  =
𝑖

10
 ; 𝑖 = 1,2, … 4)  لیوویلِ -اِشتروم ، برای مسئلۀ  10, − 𝐽با   (3 = 8 . 

 ( را در نظر بگیرید: [13])از بخش مرجع  لیوویل«-معادلۀ دیفرانسیل زیر موسوم به »معادلۀ اِشتروم: (3- 5مثال )

𝑓′′(𝑡) + 𝜆𝑛𝑓(𝑡) = 0 ;  𝑓(0) = 0 , 𝑓′(1) = 2𝜋, 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓] = [0, 𝐿] = [0,1]   (5 − 3) 

 ، به صورت زیر است: 𝜆𝑛مقادیر ویژه و توابع ویژۀ نظیر این مسأله به ازای هر 

𝑓𝑛(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(√𝜆𝑛𝑡) ;  𝜆𝑛 = (
(2𝑛−1)𝜋

2𝐿
)
2

  
5)و اینک برای پیدا کردن تقریب جواب برای معادلۀ  − 𝐷2𝑓(𝑡)، در ابتدا فرض می کنیم که   (3 = 𝑓′′(𝑡) = 𝑐𝑀

𝑇𝐻𝑀 

 از رابطۀ اخیر داریم: 𝑡و سپس با دو بار انتگرال گیری نسبت به 

{

𝐷2𝑓(𝑡) = 𝑓′′(𝑡) = 𝑐𝑀𝑇𝐻𝑀                                                                 

𝐷𝑓(𝑡) = 𝑓′(𝑡) = 𝑐𝑀𝑇𝑃𝐻𝑀 + 𝑓′(0)                                                  
 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑀

𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝐷𝑓(0)𝑡 + 𝑓(0) = 𝑐𝑀
𝑇𝑄𝐻𝑀 + 𝑓′(0)𝑡 + 𝑓(0)

 ;  𝑓(0) = 0 ,𝑓
′
(1) = 𝑐𝑀

𝑇𝑃𝐻𝑀 + 𝑓
′(0) = 2𝜋 

5)روابط بالا در معادلۀ  و حالا با جایگذاری  −  ، خواهیم داشت:  (3
𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 + 𝑡𝑓

2 𝜆𝑛(𝑐𝑀
𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝑓′(0)𝑡 + 𝑓(0)) = 0 

 : داریمبا در نظر گرفتن شرایط اوّلیه در این مسأله،  و در نتیجه
𝑐𝑀
𝑇𝐻𝑀 + 𝑡𝑓

2 𝜆𝑛(𝑐𝑀
𝑇𝑃2𝐻𝑀 + 𝑓0

′𝑇 + 𝑓0𝐸𝑀)) = 0 

𝑐𝑀از معادلۀ فوق، ضرایب موجک 
𝑇   به راحتی محاسبه شده و سپس بردار جواب هار به ازای مقادیر مختلف𝜆𝑛   به دست می

𝑡مقایسۀ بین جواب روش موجک هار و جواب تحلیلی این مسأله به ازای هر آید.  ∈ [0, 𝑡𝑓] = 𝑛، و   [0,1] =
5

2
، در جدول   

(5 − 5)و نیز در شکل   (3 −  آورده شده است.  (3
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کوتای این    -دقیق و یا رانگ تطابقِ کامل با جواب تقریباً در  شیوۀ موجک هارنتایج عددی این مقایسه ما را مُتقاعد میکند که 

 است.  مسئله

5)جدول   − 5)  لیوویل- اِشترومبرای مسألۀ   از جواب دقیق یا واقعی   موجک های هار سطح دو و سه با: مقایسۀ نتایج عددی بین جواب   (3 − 3)  . 

     

 
5)شکل   −  نمایش خطا    همچنین: نمودارهای مربوط به تابع خطا و نیز جواب موجک هار و جواب دقیق یا واقعی و    (3

𝑡𝑖در نقاط  =
𝑖

10
 ; 𝑖 = 1,2,… 5)  لیوویلِ -اِشتروممسئلۀ  ، برای    10, − 𝐽 با  (3 = 8  . 

 اِستنباط و نتیجه گیری -4
این  موجک هار برای تحلیل و بررسی کلی  بر اساس روش  لیوویل-اِشتروم مسائل در اینجا یک شیوۀ جدید برای حل عددی 

 مورد تست و آزمون قرار گرفت. قبیل از معادلاتاین ارائه شد و نیز قابلیّت، توانایی و تأثیر پذیریِ آن بر روی  معادله

تُنُک، تبدیل سریع و امکان پیاده سازیِ الگوریتمهای سریع )به ویژه اگر ماتریس  فواید اصلیِ روش موجکهای هار، نمایش 

. به این دلیل، دقّتِ جواب های به دست آمده، کاملاً بالا و رضایت بخش  ، استنمایش مورد استفاده قرار گرفته شده باشد( 

دنِ تعداد نقاط هم محلی، خطای جواب به سرعت است، حتیّ اگر تعداد نقطه های هم محلی کم باشد. با اینحال، با افَزایش دا

اینگونه ، دقت و کارایی این روش در حل لیوویل-اِشتروممسائل کاهش می یابد. در اینجا نیز با کاربرد شیوۀ موجک هار در حل 

 نمایش گذاشته شد. ، بهاز معادلات

𝐽 4 5 6 7 8 𝐽 = 4 𝐽 = 5 

𝑀 = 2𝐽 16 32 64 128 256 𝑀 = 3𝐽 = 81 𝑀 = 3𝐽 = 243 

𝛿1 0.0348 0.0095 0.0025 0.000623 1.5674𝑒 − 04 0.0015 0.000174 

𝜎1 0.001875 0.000375 1.5625𝑒 − 04 7.8125𝑒 − 05 0.0000 0.000247 8.2305𝑒 − 05 
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 : تقدیر و تشكر

م نوری و همچنین دکتر لیلا ترک زاده که در ارائۀ این  از همفکری و همیاری و همچنین راهنمایی های جناب دکتر کاظ

 پژوهش با من همکاری و هم فکری داشتند تشکر می کنم. 
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