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در مونژ-کنتروویچ بهینه جابجایی و ارگودیک بهینه�سازی کاربرد�های برخی بررسی به مقاله این در چکیده.
می�پردازیم. حدی صفر دمای در تعادلی حالت�های ویژه به آشوبناک سیستم�های ترمودینامیک فرمالیزم شناسایی

پیش�گفتار .١

)برای 2 ≤ d ∈ N (که ممکن مقدار d با برنولی مجموعه یک-بعدی Xلتیس = {1, ..., d}N کنید فرض
،σ : X → X شیفت نگاشت تحت که باشد برنولی احتمال اندازه ν و بوده i ∈ N جایگاه در ذره هر ١ اسپین
A : X → R پتانسیل تابع را جایگاه�ها بین واکنش�های و کنش میزان است. ناوردا σ(xn) = (xn+1)

سطح در ولی دارد پایدار رفتاری لتیس ماکروسکوپی سطح در سیستم، تعادل زمان در می�کند. اندازه�گیری
از حالتی هر رو این از است. تغییر در ذره�ها بین واکنش�های و کنش اساس بر ماده وضعیت میکروسکوپی
و میکروسکوپی سطح در ممکن وضعیت�های بیانگر که می�گیرند نظر در X روی احتمال اندازه یک را سیستم
احتمالی اندازه تعادل حال در سیستم به گیبز قانون است. احتمال نظریه در بزرگ اعداد قانون از آمده دست به

هستند. دارا را شدن پدیدار شانس بیشترین انرژی کمترین با حالت�های که می�کند نظیر
،Si حالت در سیستم انرژی U(Si) و سیستم ممکن حالت�های همه مجموعه S = {S1, ..., SN} کنید فرض
. Z(θ) :=

∑N
i=1 e

−θU(Si) و θ = 1
kBT

دهید قرار باشد. دما کمیت T و ،٢ بولتسمان جهانی ثابت kB
اندازه را احتمال توزیع این و بوده Pr(Si) :=

1
Z(θ)

e−θU(Si) گیبز قانون اساس بر Si حالت رخداد احتمال
می�نامند. ترمودینامیک ٣ فرمالیزم را آنها ویژگی�های و اندازه�ها این شناخت و بررسی گویند. گیبز
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اسپین بنیادی ذره هر و است بنیادی ذرات زاویه�ای گردش از ذاتی حالتی اسپین کوانتوم مکانیک و بنیادی ذره�های فیزیک ١در

یک دور به ذره یک گردش را اسپین می�توان چشم�پوشی کمی با نیست. فضا در ذره حرکت به وابسته که معنا این به ذاتی دارد. ویژه�ای
گرفت. نظر در محور

٢Boltzman’s universal constant
است. منطق و ریاضی زبان به آنها ساختاربندی و پدیده�ها توصیف و بیان معنای به ٣فرمالیزم

١



شعبانی ا. و خلت ف. ٢

گیبز حالت�های از خانواده�هایی ریاضی توصیف آماری مکانیک و ترمودینامیک فرمالیزم در بنیادین مسائل از یکی
حالت�های این می�کند. مشخص را سیستم درون واکنش�های و کنش که است شده داده پتانسیل تابع یک برای
هدف و می�شوند مشخص و... شیمیایی پتانسیل مغناطیسی، میدان دما، وارون چون پارامتر�هایی توسط گیبز
دما وارون کمیت میان این در پارامترهاست. این از تابعی عنوان به گیبز حالت�های مجموعه بیان فرمالیزم عالی
کمترین حالت که است جذاب و اهمیت پر دلیل این به حد این و می�رود کار به صفر دمای حد به رسیدن برای
می�دهد. نشان مغناطیسی رفتارهای انرژی میزان کمترین با سیستم حالت آن در و داده نتیجه را ۴ اساسی نیروی

پژوهش دست�آورد�های .٢

برل جبر سیگما ،X فشرده متریک فضای شامل (X,B, µ) سه�تایی کنید فرض ارگودیک. بهینه�سازی .١.٢
نامند. دینامیکی سیستم یک را (X,T ) جفت باشد. پیوسته نگاشتی T : X → X و µ احتمال اندازه ، B
. µ(B) = µ(T−1B) باشیم داشته B ∈ B برل مجموعه هر برای هرگاه گویند µ−ناوردا Tرا نگاشت
MT (X) مجموعه می�دهیم. نمایش MT (X) با را X روی T نگاشت تحت ناوردا اندازه�های همگی مجموعه
داده نمایش supp(µ) با که X روی µ اندازه ساپورت است. ناتهی و فشرده ضعیف-ستاره توپولوژی با
اگر گویند تناوبی اندازه�ای را µ .µ(S) = µ(X) که است S ⊂ X بسته زیرمجموعه کوچکترین می�شود،
که مثبت اندازه با B برل مجموعه هر برای هرگاه گویند ارگودیک را µ اندازه�ی باشد. تناوبی مداری آن ساپورت
f : X → R پیوسته پتانسیل تابع برای . µ(B) = µ(X) = 1 باشیم داشته ،µ(B) = µ(T−1B) > 0

دست به را بیشین مقدار این که اندازه�ای هر می�کنند. تعریف supµ∈MT

∫
fdµ را آن بیشین ارگودیک میانگین

می�دهند. نمایش Mmax(f) با را اندازه�هایی چنین همه مجموعه و نامیده f برای بیشین اندازه یک دهد

جابجا مساله ارایه با ریاضی در بهینه انتقال یا جابجایی کنتروویچ). و مونژ (مساله بهینه جابجایی .٢.٢
گشت آغاز ١٧٨١ سال در مونژ توسط جابجایی هزینه میانگین کردن کمینه هدف با جرم یک از توزیعی نمودن
بسیاری پیشرفت�های داد ارایه تابعی آنالیز کمک به ١٩۴٠ دهه در کنتروویچ که جدیدی صورت�بندی از پس و
داده c هزینه تابع یک انتگرال که است احتمالی اندازه�ی یافتن دنبال به بهینه جابجایی شد. ایجاد زمینه این
با جدایی�پذیر کامل متریک فضای فضای دو (Y, dY , µY ) و (X, dX , µX) کنید فرض نماید. کمینه را شده
مجموعه باشد. X × Y روی برل احتمال اندازه�های مجموعه P (X × Y ) و بوده µY و µX برل اندازه�های

می�شود: تعریف چنین µY به µX از جابجایی روش�های

Γ(µX , µY ) :=
{
γ ∈ P (X × Y ) : (πX)# γ = µX , (πY )# γ = µY

}
(١.٢)

برای را جابجایی هزینه تابعک همچنین کنتروویچ هستند. Y و X روی افکنش ترتیب به πY و πX آن در که
کرد: تعریف چنین γ اندازه

cost(γ) =

∫
X×Y

c(x, y)dγ(x, y) (٢.٢)

روش آنرا که است cost(γ) هزینه کمترین با (γ (اندازه جابجایی روش یافتن (KP ) کنتروویچ مساله هدف
c و فشرده Y و X اگر می�دهند. نمایش Opt(µX , µY ) با را بهینه اندازه�های این مجموعه و نامند بهینه
چنان γ ∈ Γ(µX , µY ) اندازه یعنی است. جواب دارای کنتروویچ مساله آنگاه باشد، پیوسته�ای هزینه تابع
نایکتاست. کنتروویچ مساله جواب کلی حالت در ولی .cost(γ) = infν∈Γ(µX ,µY ){cost(ν)} که دارد وجود

۴Ground state



٣ ارگودیک بهینه�سازی

نقطه�های روی متناهی شرطهای با تناوبی بهینه اندازه�های محدب ترکیب از می�توان را بهینه جابجایی اندازه�های
آورد. دست به آنها مدارهای

محاسبه�پذیر مقدارهای با هزینه�ای تابع c : X×Y → [0,∞) و تناوبی اندازه�های µY و µX اگر .١.٢ گزاره
است. محاسبه�پذیر بهینه جابجایی اندازه آنگاه باشد، اندازه�ها این مدار روی cij := c(xi, yj) حقیقی

{x1, ..., xn}× یعنی µY و µX حاصلضربساپورت زیرمجموعه�ی γ روشجابجایی ساپورتهر برهان. طرح
معادلاتخطی دستگاه یک جواب�های می�باشند، (xi, yj) نقطه�های در γ مقدار که γijها و است {y1, ..., ym}
c : X ×Y → [0,∞) اگر .[۵] است محدب چندوجهی یک جواب�ها این مجموعه γij ≥ 0 شرط با و بوده
بین در γ بهینه اندازه�های آنگاه باشد، اندازه�ها این مدار روی cij := c(xi, yj) مقدارهای با هزینه�ای تابع
□ می�نمایند. کمینه را

∑
i,j cijγij خطی تابعک و بوده چندوجهی آن راس�های

ترمودینامیک. فرمالیزم در ارگودیک جابجایی و بهینه�سازی .٣.٢

کمیت باشد. µ اندازه کلموگروف آنتروپی hµ و (X,T ) سیستم درون کل انرژی تابع U کنید فرض .٢.٢ تعریف
بر می�کنند. تعریف A := − θ

log 2
U صورت به را پتانسیل تابع و نامیده µ آزاد انرژی را

∫
Udµ− log 2

θ
hµ

یک را µ و شده بازنویسی − log 2
θ

(
hµ +

∫
Adµ

)
صورت به A پتانسیل حسب بر آزاد انرژی اساس این

با را بیشین مقدار این ۵ نماید. بیشینه را
(
hµ +

∫
Adµ

)
مقدار هرگاه گویند A پتانسیل برای تعادل اندازه

نامند. A پتانسیل فشار را آن و داده نمایش P(A) := supµ∈Mσ(X)

{
hµ +

∫
Adµ

}
یافتن دنبال به و بوده A شده داده پتانسیل برای ماکروسکوپی تعادل حالت در سیستم شناسایی ما هدف
مکانیک در کنند. کمینه را آزاد انرژی دیگر بیان به و دهند دست به را P(A) مقدار که هستیم ناوردایی اندازه�های
وارون را θ چون حقیقی-مقداری پارامتر کار این برای می�کنند. بررسی آن وارون با را سیستم بر دما اثر آماری
فشار چنانچه می�نمایند. مطالعه می�شود داده نمایش µθ با که را θA پتانسیل تعادل حالت و گرفته نظر در دما
از را خود نسبی اهمیت آنتروپی که دید خواهیم کنیم، حساب را آن θ → ∞ حد و کنیم بازنویسی θA برای را

بود. خواهد A بیشین اندازه با برابر تقریبا θA پتانسیل تابع تعادل اندازه و داد خواهد دست

تابع و A : X → R پیوسته پتانسیل تابع با دینامیکی سیستم (X,T ) کنید فرض [٣] .٣.٢ قضیه
باشد، θA برای تعادل اندازه یک µθ اگر ، θ ∈ R برای باشد. MT روی h بالای نیم�پیوسته آنتروپی
و بوده µ∞ ∈ MT ∩ Mmax(A) انباشتگی نقطه یک کم دست دارای θ → ∞ زمان در (µθ) آنگاه

hµ∞ = max {hν : ν ∈ Mmax(A)} = limθ→∞ hµθ.

موضعی پتانسیل�های با باپایان نوع از شیفت نگاشت دینامیکی سیستم برای limθ→∞ µθ حد همگرایی
تا بود باز مساله یک سال چندین کلی�تر حالت�های برای همگرایی بررسی است. شده داده نشان [١] در ثابت
آشوب را ناهمگرایی این و نیست همگرا آنها برای حد این که شدند معرفی دینامیک�هایی اخیر سال�های در اینکه
بنیادی ذره�های آن در و گویند A اساسی نیروی کمترین حالت را µ∞ اندازه�های .[٢] می�نامند دما به وابسته
۶ خودانگیز مغناطیس می�توان حالت این معروف نمونه�های از هستند. خود ممکن انرژی میزان کمترین دارای
هیچ بالا مثبت دماهای در که است ماده�ای در مغناطیسی ویژگی شدن پدیدار خودانگیز مغناطیس برد. نام را
شود، القا آن به بیرون از میدانی اینکه بدون ٨ صفر به نزدیک دماهای در ولی ٧ ندارد رانشی و ربایشی ویژگی

است. بوده ٢ مبنای در لگاریتم آنتروپی تعریف در که است شده ظاهر دلیل این به log 2 ۵فاکتور
۶Spontaneous magnetization
دارند. ربایشی رفتار صفر نزدیک دمای در کامل گاز حتی غیرفلزی مواد برخی است شده داده نشان فیزیکی آزمایش�های ٧در
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است پدیده این شناخت ترمودینامیک فرمالیزم در اساسی پرسش�های از یکی می�شود. مغناطیسی ویژگی دارای
بعدی یک لتیس کنید فرض پدیده این درک برای دارند. بودن مرتب زیاد به میل پایین دماهای در ماده��ها چرا که
میدان میانگین برآیند و بوده تصادفی بسیار لتیس در اسپین�ها این چینش بالا دماهای در داریم. اسپین�ها از
کریستالی وضعیت یک و شده� همسو هم با اسپین�ها دهیم کاهش را دما چنانچه ولی است. صفر اتم�ها مغناطیسی
این .٩ است تناوبی مدار یک اساسی نیروی کمترین حالت ساپورت آن در که می�آورند وجود به شبه�کریستالی یا

می�کنند. شناسایی و کد زتا اندازه�های با ترمودینامیک فرمالیزم در را تناوبی مدارهای

تابع و µ ∈ P (X) اندازه و بوده Y = {1, ..., d}N و فشرده و متریک فضایی X کنید فرض .۴.٢ تعریف
شیفت نگاشت تحت ناوردا تناوبی اندازه�های مجموعه�ی Pern اگر باشد. شده داده c : X × Y → R پیوسته
dζθ,n زتا احتمال اندازه�ی آنگاه باشد، c برای بیشین اندازه γ(µ, ν) و بوده n طول به مدار ساپورت با Y روی

آن در که می�شود تعریف
∫
X×Y

wdζθ,n := ζθ,n(w) صورت به ζθ,n خطی تابعک با X × Y روی

ζθ,n : C(X × Y )R, ζθ,n(w) =

∑
ν∈Pern

(
eθn

∫
c(x,y)dγ(µ,ν)

∫
wdγ(µ, ν)

)∑
ν∈Pern

(
eθn

∫
c(x,y)dγ(µ,ν)

) .

،Pern := {y ∈ Y : σn(y) = y} A(y)و = c(x0, y) پتانسیل تابع تعریف با ،١٠ µ = δx0 که حالتی در
صورت به زتا اندازه�ی تابعک w(y) := w(x0, y)،An(y) := A(y) + ...+ A(σn−1(y))

ζθ,n(w) =

∑
y∈Pern e

θAn(y) w̄
n(y)
n∑

y∈Pern e
θAn(y)

زتا تابعک به وابسته اندازه آمد. خواهد دست به ١.٢ گزاره مانند خطی ترکیب��های از باشد تناوبی µ اگر و بوده
همچنین می�کند. بیشینه را A انتگرال ناوردا اندازه�های دیگر به نسبت و رفته کار به گیبز حالت�های برآورد برای

است. محاسبه�پذیر اندازه�ای محاسبه�پذیر، θ و محاسبه�پذیر پتانسیل تابع برای

هر ضعیف توپولوژی با آنگاه کنند، میل بی�نهایت به n و θ اگر ،۴.٢ تعریف فرض�های با [۴] .۵.٢ قضیه
آنگاه ، c > 0 اگر همچنین دارد. جای Γ(µ, ν) مجموعه در dζθ,n همگرای زیردنباله�های از γ∞ حدی ∫اندازه�ی

X×Y

cγ∞ = max
γ∈Γ(µ,ν)

∫
X×Y

cγ, γ∞ ∈ Opt(µ, ν)
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است. کوری پیئر فرانسوی فیزیکدان نام از برگفته که کوری دمای نام به بحرانی نقطه�ای از پایین�تر دماهای دقیق طور ٨به

می�کند. بازی را مغناطیسی حالت یک نقش است تناوبی مدار از اجتماعی آن ساپورت که ناوردا اندازه�ی یک واقع ٩در

دیراک ١٠اندازه


