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کادمی به کار های اخیر محاسبات کسری به طوردر سال :چکیده ها در طراحی کنترل کننده سبب اند. استفاده از آنبرده شدهوسیعی در تحقیقات آ
بخشد. یک مسأله تخصصی در مهندسی راه و ساختمان به خمیدگی میله نتیجه عملکرد کنترلی را بهبود میدرافزایش درجه آزادی در طراحی شده و 
مسأله مربوط به مقاومت سازه میله را در  انواخت است. در این مقاله ابتدشود که مقید به تحمل باری یکبا مقطع عرضی مستطیلی مربوط می

های جیگنبر با روش ضرایب ایجملهچند وکنیم و سپس از ماتریس عملگر انتگرال ریمان لیوویل بیان میکسری قالب مسأله کنترل بهینه 
تری خطی که حل به مراتب آسانلات غیرای از معادمسأله مورد نظر را به مجموعه استفاده شدهلاگرانژی برای حل آن استفاده می کنیم. تکنیک 

در سازه میله ترین نوع به صرفههای مختلف جهت طراحی ژی برحسب مدول یانگاین مقاله تعیین آلیا هدف اصلی دهد.دارند تغییر شکل می
 های عمرانی است، تا دچار کمترین مقدار خمیدگی شود. 

 گفتارپیش .1

چگونگی رفتار یک عضو سازه بر اثر یک نیروی خارجی وارد شده به صورت عمود بر محور  مهندسی راه و ساختمان، در
بوط به خمیدگی مر مسألهدهیم ای که در این مقاله مورد بحث قرار میمسأله. شودطولی آن توسط خمش توصیف و بیان می

شوند که متحمل هیچ نان نگهداری میکند، در حالی که دو انتهای میله چباری یکنواخت را تحمل میکه یک میله است 
یا همان مدول یانگ است که بصورت  𝐸کنترل روی متغیر  شودمیاعمال  مسألهکنترلی که در این  شوند.ی نمیخمیدگ

های ایچندجملههای ماتریسی گوناگونی برای عملگرهای اخیر در سالاز طرفی  .شودنسبت تنش به کرنش معرفی می
های چبیشف، لژاندر، ژاکوبی، برنشتاین و لاگوور به منظور پوشش دهی حل عددی معادلات ایچندجملهمختلف همچون، 

در این مقاله نیز استفاده از عملگر ماتریسی انتگرال  مسألهتکنیک حل . [4]و  [3] و [2] مرتبه کسری ایجاد شده اند
لژاندر و های ایها تعمیمی از چندجملهیاچندجملهجیگنبر است که این های ایریمان لیوویل از چندجملهکسری 

  های  ژاکوبی هستند.ایهای چبیشف و حالت خاصی از چندجملهایچندجمله

 مسألهف ریتع .2
 کنیم.در این بخش برخی تعاریف اولیه که برای حل مورد نیاز است را بیان می
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 لیوویل است که از رابطه زیر بدست می آید:یکی از تعاریف مشهور انتگرال کسری، ریمان  1.2تعریف      

𝐼𝑣𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝑣)
∫ (𝑡 − 𝜉)𝑣−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉 

𝑡

0
.     

m − 1 < 𝑣 < 𝑚.  𝑚 ∈ 𝑁.  𝑣 > 0.  𝑡 > 0    (2 ∙ 1)  

 است. آمده  [5]در خواص و قضایای مربوط به این انتگرال

 :شودمیبه صورت زیر تعریف 𝑣 مشتق کسری از مرتبه  𝐷𝑣  22 .تعریف 

𝐷𝑣𝑓(𝑡) =
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(𝐼𝑚−𝑣𝑓(𝑡)) . 

m − 1 < 𝑣 < 𝑚.  𝑚 ∈ 𝑁.  𝑣 ∈ 𝑅 . 

 است.𝑣 از  کوچکترین عدد صحیح بزرگ تر 𝑚که 

mاگر  1.1 قضیه − 1 < 𝑣 < 𝑚  و  𝑚 ∈ 𝑁گاه خواهیم داشت:آن 

𝐷𝑣𝐼𝑣𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) . 

𝐷𝑣𝐼𝑣𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − ∑ 𝑓𝑖(0+)
𝑡𝑖

𝑖!

𝑚−1

𝑖=0
     .  𝑡 > 0 ∙     (2 ∙ 2) 

𝐶𝑠.𝑗 جیگنبرهای  ایچندجمله  32 .تعریف 
(𝛼)(𝑡)  از درجه𝑗 ∈ 𝕫+  با پارامتر ،α >

−1
های ایاز چندجملهترتیبی  2

.0]ی متناهی حقیقی در بازه 𝐿] ها بصورت زیر است:ای. فرم تحلیلی این نوع چندجملهاند 

𝐶𝑠.𝑗
(𝛼)(𝑡) = ∑(−1)𝑗−𝑘

Γ(𝛼 +
1
2)Γ(𝑗 + 𝑘 + 2 𝛼)

Γ(𝑘 + 𝛼 +
1
2)Γ(2 𝛼)(𝑗 − 𝑘)! 𝑘! 𝐿𝑘

𝑡𝑘  

𝑗

𝑘=0
   (2 ∙ 3) 

 مسأله بیان و حل .3

بررسی  د،زنیم بیتقر را یکیزیف تیوضع نیا که [1]در  یلیفرانسید معادلهتوسط مربوط به خمیدگی میله  مسأله
 . این معادله دیفرانسیلی به فرم زیر است:شودمی

𝑑2𝑤
𝑑𝑥2 −

𝑆

𝐸𝐼
𝑤 =

1
2𝑞𝑥

𝐸𝑙
(𝑥 − 𝑙) .  3  ) .                ( 1  

𝑤در آن  که = 𝑤(𝑥) به فاصله  یدگیخم 𝑥است و  لهیچپ م یانتها از𝑙  ،𝑞  ، 𝐸، 𝑆  و𝐼 لهیم طول معرف بیترت به 
مدول یانگ  .است یمرکز ینرسیا ممان و ییانتها نقاط در قدرت(، انگی)مدول  ستهیالاست مدول کنواخت،ی فشار ،

هر چه این مدول بزرگ تر باشد کرنش الاستیک ناشی از  یکی از مهمترین خواص مکانیکی حساس به ساختار است و
𝑤(0) شرط دهدینم رخ لهیم یانتها دو در یدگیخم کهنیا فرض با اعمال یک تنش معین کمتر است. = 𝑤(𝑙) = 0 

 .( نشان داده شده است1شکل )خمیدگی میله در نحوه  .شودیم فیتعر( 1. 1) معادله یبرا



ای جملهکنترل کسری میله با استفاده از چند 
 جیگنبر

3 

 
 

 

 

                                                                
 (.است که در صفحه مختصات قرار داده شده است لهیم کیاز  یسه بعد یینما سمت راستشکل )لهیم یدگیخم: 1 شکل

 گیریم و داریم:ترل بهینه کسری درنظر میکن مسألهرا به صورت یک  مدل فوقحال 

𝑀𝑖𝑛 𝐽[𝑤𝑗 . 𝑒] =
1
2 ∫ [𝑤𝑗(𝑥) − 𝑤𝑑(𝑥)]2𝑑𝑥 + ∫ 𝑢2(𝑥)𝑑𝑥  

1

0

1

0
 

𝑠 ∙ 𝑡𝑜    {
𝐷𝑣𝑤𝑗(𝑥) = (

𝑆

𝐼
𝑤𝑗(𝑥) +

𝑞

2 𝑙
𝑥(𝑥 − 𝑙)) 𝑢(𝑥)                   

𝑤(0) = 𝑤(𝑙) = 0   .1 ≤ 𝑣 ≤ 2                    (3 ⋅ 2)  

 

𝑈به صورت  𝑈توجه کنید که متغیر کنترلی  =
1
𝐸

و  𝐷𝑣𝑤𝑗(𝑥)فوق ابتدا  مسألهحل  نظر گرفته شده است. برایدر 
𝑢(𝑥)  را با چندجمله ای جیگنبر𝐶𝑠.𝑘

(𝛼)(𝑥)  که𝑘 = 0. … . 𝑁 :است، تقریب می زنیم و خواهیم داشت 

𝐷𝑣𝑤𝑗(𝑥) ≃ 𝑊𝑗
𝑇𝜙(𝑥)              

 و

𝑢(𝑥) ≃ 𝑈𝑇𝜙(𝑥)            (3 ⋅ 3) 

 اند که به صورت زیر نوشته می شوند:ماتریس های ضرایب مجهول Uو  𝑊که 

[
 
 
 
 
�̃�𝑗.0
�̃�𝑗.1
⋮

�̃�𝑗.𝑁

  

]
 
 
 
 

  .  [

�̃�0
�̃�1
⋮

�̃�𝑁

] 

3)با تقریب مسأله کنترلی با استفاده از فرمول   ⋅  داریم:  [6]جیگنبر و تعاریف ذکرشده و  ایجملهچندو روابط  (3

𝑀𝑖𝑛 𝐽[𝑤𝑗. 𝑒] =
1
2 ∫ [(𝑊𝑇

𝑗𝑃
𝑣 + 𝐵𝑇

𝑗)𝜙(𝑥) − 𝑤𝑑(𝑥)𝜙(𝑥)]
2
+ [𝑈𝑇𝜙(𝑥)]2𝑑𝑥

1

0
     (3 ∙ 4) 

𝑠 ∙ 𝑡𝑜     ∶   𝑊𝑇
𝑗  𝜙(𝑥) − 𝑄𝑗

𝑇(𝑥)𝜙(𝑥)𝜙𝑇(𝑥)𝑈 = 0 

 :کنیممنظور حل مسأله فوق از ضرایب لاگرانژ استفاده کرده و به صورت زیر عمل میحال به 

𝑗[̅𝑊𝑗 . 𝑈. Λ] ≡ 𝐽[𝑊𝑗. 𝑈] + (𝑊𝑇
𝑗 − 𝐻𝑇

𝑗𝑅)Λ        (3 ∙ 5)           

3)برای معادله گیری از شرایط لازم کنترلی با بهره حال ∙  رسیم.میزیر به سیستم غیرخطی  (5

∂𝑗̅

∂𝑊𝑗
= 0  .  

∂𝑗̅

∂𝑈
= 0  .  

∂𝑗̅

∂Λ
= 0 ∙  



  م.محمودی و ا. محمدی. 4
 

4 
 

. نتایج عددی حاصل در آوریمبدست میرا  Λو  𝑈و  𝑊بردارهای مجهول ضرایبو با استفاده از روش تکراری نیوتون 
𝑣های مختلف و همچنین جواب دقیق به ازای 𝑣های تقریبی به ازای رفتار جواب اند.نشان داده شده( 2)شکل  = 1   

 می باشد. 𝑊و  𝑈 برای بردارهای 

 

𝑣و همچنین جواب دقیق به ازای 1.5,1.75,1.90های 𝑣جواب های تقریبی به ازای : 2شکل  =  .𝑢(𝑥)و 𝑤(𝑥)برای بردارهای  1

 نتیجه گیری .4

در جدول زیر نشان داده شده است. (درجه فارنهایت  68)درجه سانتی گراد  20مدول یانگ برخی از مواد در دمای 
به این نتیجه می رسیم با داده های جدول با مقایسه نتایج بدست آمده می باشند.  𝐺𝑃𝑎ها در این جدول برحسب واحد

می تواند ترکیبی مناسب برای جلوگیری های نانو پپتید آروماتیک ، فایبر گلاس و لولهبسیار مقاوم   بتن که آلیاژی از جنس
 .از خمیدگی بیش از حد میله شود

 مدول یانگ برخی از مواد: 1جدول 

 مدول یانگ  ماده مدول یانگ ماده مدول یانگ ماده
 258-220 آلیاژ کبالت کروم 120-96 برنز 0.1-0.01 (کوچککرنش لاستیک)

پلی اتیلن)پلی 
 تترافلوئورواتیلن(

ASTMفولاد) 0.5
-A36) 

لوله های نانو پپتید  200
 آروماتیک

19-27 

 181 (شده تقویت فیبر کربن) +1000 نانو لوله کربنی 30 بتن بسیار مقاوم
 110.3 تیتانیوم 17/2 فایبر گلاس 69 آلومینیوم
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