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که است مرزی پایه و گروبنر پایه مبحث جبری هندسه و جبر در محاسباتی قدرتمند ابزارهای از یکی چکیده.
مسائل حل می شود. نمایان تر روز هر بهینه سازی مسائل حل در خاص طور به و علوم، سایر در آن کاربرد
مختلط جواب های از حقیقی بحرانی نقاط یافتن جهت می تواند مرزی، پایه های محاسبه اساس بر بهینه سازی
آزادسازی روش یک از ترکیبی شده استفاده مقاله این در که روشی شود. استفاده چندجمله ای معادلات دستگاه
گشتاور ماتریس بر خطی ماتریس نامعادلات جملات به واسطه بهینه سازی مسئله است. چندجمله ای جبر با
می گردد فرموله t صعودی مقادیر برای (کمترمساوی) ≤ t ∈ N درجه ی با تک جمله ای های مجموعه به مربوط
محاسبه شامل که می کنیم ارائه الگوریتمی ادامه در می شود. حل نیمه معین برنامه ریزی روش های توسط سپس و
است. مقاله ابتدای در شده مطرح سازی کمینه مسئله در کمینه کننده نقاط محاسبه و مرزی پایه های آزادسازی و

پیش گفتار .١

چندجمله ای ها حلقه ایده آل های برای خاصی مولد مجموعه خود دکترای رساله در بوخبرگر برنو ١٩۶۵ مدر
خروجی گروبنر، پایه واقع در نامید. گروبنر پایه گروبنر، ولفانگ راهنمایش استاد احترام به را آن که نمود ارائه
پایه یک و هستند {F١, F٢, . . . , Fs} ⊂ K[x١, . . . , xn] چندجمله ای های آن ورودی که است الگوریتمی
پایه های کاربرد مهندسی، علوم توسعه ی با اخیر سال های در می شود. محسوب ⟨F١, . . . , Fs⟩ ایده آل برای
پایه های چند هر است. کرده پیدا ویژه ای اهمیت مسایل حل در عمل دقت و شده چشم گیرتر محاسبات در گروبنر
در تغییر به نسبت الگوریتم خروجی حساسیت پاسخگوی مسایل برخی در اما نموده آسان تر را محاسبات گروبنر
مربوط مسایل حل درنتیجه و داده افزایش را گروبنر پایه تعیین گام های نبوده، ورودی های چندجمله ای ضرایب
مرزی پایه های درواقع گردیده اند. ابداع مرزی پایه های مشکلاتی چنین رفع برای است. کرده مواجه مشکل با را
این در دارد. زیادی کاربردهای بهینه سازی مسائل حل در که است گروبنر پایه های یافته ی ارتقاء و جدیدتر شاخه
پایه های از استفاده با بهینه سازی مسئله یک حل برای الگوریتمی آن، ویژگی های و مرزی پایه های معرفی با مقاله
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م.هجری زاده ٢

آن کاربردهای و مرزی پایه های .٢

P = حلقه های تک جمله ای ضربی مجموعه Tn = {xα١١ . . . xαn
n | αi ∈ Z≥٠} کنید فرض

هر مقسوم علیه اگر می شود نامیده ترتیبی ایده آل ⊂ Tn، متناهی مجموعه باشد.یک K[x١, . . . , xn]

بسته اعضایش مقسوم علیه ها ی به نسبت مجموعه این هرگاه دیگر عبارت به باشد. عضو از جمله
می نامیده مرز ∂ = (x١ ∪ · · · ∪ xn)\ مجموعه باشد، ترتیبی ایده آل یک کنید فرض باشد.

(٣٬١ (شکل شود.

باشد.مجموعه آن مرز ∂ = {b١, . . . , bν} و ترتیبی ایده آل یک = {t١, . . . , tµ} ⊂ Tn کنید فرض
صورت: به {g١, . . . , gν} ⊂ I چندجمله ای های

gj = bj −
µ∑

i=٠
cijti cij ∈ K , ti ∈

می شود نامیده مرزی پایه - یک I مرزی پایه پیش - می شود. نامیده I مرزی پایه پیش - یک
باشد.[؟] P

I
برداری فضا -K پایه یک اعضای مانده های رده اگر

بگیرید.(شکل نظر در را ∂ = {x٢, x٢y, xy٢, y٢} مرز مجموعه با T٢ در = {١, x, y, xy} ترتیبی ایده آل
بطوریکه: G = {g١, g٢, g٣, g۴} چندجمله ای های مجموعه (٣٬٢

g١ = x٢ − x , g٢ = x٢y − xy , g٣ = xy٢ − xy , g۴ = y٢ − y

است. I مرزی پایه یک
صفربعدی ایده آل یک I ⊂ P و ترتیبی ایده آل یک ⊂ Tn کنید فرض مرزی) پایه های یکتایی و (وجود

باشد.

# = اینکه مگر ندارد، مرزی ، I صفربعدی چندجمله ای ایده آل بگیرید، نظر در را ترتیبی ایده آل (الف)(ب)(الف)(ب)(الف)
.dimK(

P
I
)

می کند. تولید را I ایده آل G آنگاه باشد، G مرزی پایه دارای I ⊂ P صفربعدی ایده آل اگر (ب)
می شود.[٢] معین یکتا بطور G آنگاه باشد، G مرزی پایه دارای I ⊂ P صفربعدی ایده آل اگر (پ)

i =( t) ≥ ٠ یکتای عدد دارد وجود ، t ∈ Tn جمله هر برای .i ≥ ١ برای i = i−١∪∂i−١ و ٠ = کنید فرض
مرزی) تقسیم (الگوریتم می شود. نامیده t شاخص - عدد این . t ∈ i \ i−١ که طوری به

است: Stepsزیر گام های دارای الگوریتم این بگیرید، نظر در را f چندجمله ای

برگرد h = ٠ اگر .h = f , c١ = · · · = cµ = ٠ , f١ = · · · = fν = ٠ کنید فرض :١ گام •
شو. متوقف و (f١, . . . , fν , c١, . . . , cµ) به

h = c١t١+· · ·+cµtµ که طوری به می شوند یافت c١, . . . , cµ ∈ K آنگاه ، (h) = ٠ اگر :٢ گام •
شو. متوقف و (f١, . . . , fν , c١, . . . , cµ) به برگرد

a١, . . . , as ∈ K\{٠}, h١, . . . , hs ∈ با h = a١h١+· · ·+ashs آنگاه (h) > ٠ اگر :٣ گام •
طوری را i ∈ {١, . . . , ν} شاخص کوچکترین بگیر. نظر در را (h١) =O (h) که طوری به Tn

کم h از را a١t
′
gi شود. تجزیه است، −١ درجه از t′ جمله که h١ = t

′
bi صورت به h١ که کن تعیین

بده. ادامه ١ گام با و کن اضافه fi به را a١t
′ کن،



٣ مرزی پایه های آزادسازی از استفاده با چندجمله ای ها بهینه سازی

است زیر مرتب چندتایی آن، خروجی که است الگوریتمی این

(f١, . . . , fν , c١, . . . , cµ) ∈ P ν ×Kµ

such that: f = f١g١ + · · ·+ fνgν + c١t١ + · · ·+ cµtµ;
and deg(fi) ≤( f)− ١ ∀i ∈ {١, . . . , ν}, figi ̸= ٠

محاسبه الگوریتم و تعریف با که حال می کند. تولید را P
I

برداری K−فضای ، اعضای کاسته ی هم ارزی رده های
پرداخت: خواهیم مرزی پایه های از استفاده مزایای برخی تشریح به شدیم، آشنا مرزی پایه های

کند، تغییری مختصر I مولد چندجمله ای های برخی ضرایب اگر هستند. پایا تعداد نظر از مرزی پایه های (١
می کند. تغییر پیوسته بطور I مرزی پایه

بیشتر می سازد I ایده آل برای مرزی پایه یک که ترتیبی ایده آل های می کنند. حفظ را تقارن مرزی پایه های (٢
به یکسان تقارن دارای مرزی پایه های نسبت، همان به است. σ = Tn \ LTσ(I) شکل به ایده آل هایی از

دارد. وجود اولیه مولد دستگاه عنوان
آفین فضای بواسطه مرزی پایه پیش یک ضرایب می کند. حاصل صریح مدولی فضای یک مرزی پایه های (٣

می شود. تعریف صریح معادلات با آفین فضای این در مرزی پایه طرح هستند. پارامتری

کاربردهای از برخی می توانیم گفتیم، مرزی پایه های مورد در که ویژگی هایی به توجه با حال، کاربردها. .٢ . ١
دهیم. شرح زیر در را مرزی پایه های

به توجه با که سان بدین است. نفتی میدان های حفاری برای برنامه ریزی در مرزی، پایه های کاربردهای از یکی
چندجمله ای مدل یک حل و پیاده سازی و دیواره دو با نفتی میدان های مثال عنوان به نفتی، میدان هر ساختار نوع

نمود. انتخاب نفت منبع به رسیدن برای را مسیر بهترین می توان مرزی پایه های توسط آن برای
با است. ایده آل ها حقیقی رادیکال محاسبه در مرزی پایه های از استفاده برد، نام آن از می توان که دیگری کاربرد
نمود.[٣] ارائه می توان ایده آل یک رادیکال محاسبه برای جدیدی روش مرزی، پایه های الگوریتمی ساختار به توجه
مرزی پایه های از استفاده می گیرد، قرار بررسی و بحث مورد مرزی پایه های کاربرد عنوان به مقاله این در آنچه
مقدار به وابسته چندجمله ای معادلات حل عنوان به می تواند بهینه سازی مسائل است. بهینه سازی مسائل حل در
از حقیقی بحرانی نقاط یافتن جهت و شوند صورت بندی بسته، نیمه جبری مجموعه یک بر f چندجمله ای بحرانی
مرزی پایه های محاسبه روش از چندجمله ای مسائل حل برای چندجمله ای(صفربعدی) دستگاه مختلط جواب های
اما دشوار مسئله ای نیمه جبری، مجموعه ای بر f چندجمله ای تابع سراسری اینفیمم محاسبه ی می کنیم. استفاده
است: زیر شکل به داد خواهیم قرار بررسی مورد ما که کمینه سازی مسئله است. زیادی کاربردهای دارای و مهم

find: infx∈Rn f(x)
such that: g٠١ = · · · = g٠n١ = ٠,
and g+١ (x) ≥ ٠, . . . , g+n٢(x) ≥ ٠.

مینیمم ایده آل که هنگامی آن کننده مینیمم نقاط و چندجمله ای تابع این اینفیمم محاسبه برای الگوریتمی ما
با را بهینه خطی فرم خود الگوریتم اول بخش در مهم این به رسیدن برای می کنیم. ارائه است بعدی صفر کننده
در و می کنیم بررسی را مینیمم به رسیدن زمان آن از پس می کنیم، محاسبه مرزی پایه های آزادسازی از استفاده

می باشد: زیر شرح به الگوریتم این می کنیم. محاسبه را کننده مینیمم نقاط نهایت
متناهی و ناتهی کننده مینیمم نقاط مجموعه با g ⊂ R[x] قیود مجموعه و f حقیقی چندجمله ای تابع ورودی:

.Vmin



م.هجری زاده ۴

و Imin = (K) کننده مینیمم ایده آل و Vmin = V کننده مینیمم نقاط ، f ∗ = f ∗
Gt,Bt

مینیمم خروجی:
B

′ برای مرزی پایه یک K که طوری به B′

d+ = ، d٠ = maxg٠∈g٠ (⌈deg(g٠)
٢ ⌉) که t = max(⌈deg(f)

٢ ⌉, d٠, d+) بگیر نظر در :١ گام •
maxg+∈g+ (⌈deg(g+)

٢ ⌉)
از مجموعه ای Bt کن فرض کن. محاسبه را ٢t درجه از B برای g٠ از f٢t مدرج مرزی پایه :٢ گام •

. ≤ t درجه از B عضو تک جمله ای های
G٠

t = {m − πBt,Ft(m),m ∈ که طوری به باشد قیود از مجموعه ای Gt کن فرض :٣ گام •
.(f,Bt, Gt) بهینه خطی فرم [f ∗

Gt,Bt
,Λ∗] کن تعریف .Bt �Bt}

B
′
= ∅, K = ∅ هرگاه است موفقیت عدم c که (Λ∗, Bt) تجزیه ی [c, B′

, K] کن تعریف :۴ گام •
باشد. روابط از مجموعه ای K و پایه B′ هرگاه است موفقیت یا

٢ گام به صورت این غیر در است (B′
, K) کننده مینیمم نقاط V آنگاه باشد موفقیت c اگر :۵ گام •

بده.[١] انجام t := t+ ١ برای را الگوریتم و برو
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