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نادرترين از يکی اند. بوده مهلک و کشنده بسيار آنها از برخی و داشته شيوع تاريخ طول در عفونی های بيماری چکيده.
دو که است شده ارائه ابولا انتقال برای زمانی تأخير با همهگير رياضی مدل يک مقاله، اين در ابولاست. ها بيماری اين
پنهان دوره آن در که میکند. بيان را زنده افراد به عفونی جسد از انتقال همچنين و زنده انسانهای بين عفونت انتقال
نقطه R0 < 1 که صورتی در میکنيم ثابت و میکنيم مشخص مدل برای را R0 پايه مولد عدد است. شده ثبت ابولا
يک و است پايدار بيماری باشد R0 > 1 که زمانی و است پايدار سراسری مجانبی طور به هميشه بيماری بدون تعادل
مجانبی پايدار خاص شرايط در بومی پايدار وضعيت دهيم می نشان بعلاوه دارد. وجود فرد به منحصر بومی تعادل نقطه
دادن نشان برای عددی های سازی شبيه نهايت در است. سراسری مجانبی پايدار مدل از خاص مورد يک در و موضعی

است. شده ارائه نظری نتايج

پيش گفتار .۱
پيش بينی در نوين ابزارهای از يکی رياضی، مدل های براساس مسری بيماری های گسترش الگوهای بررسی مسئله ی
بيماریهای اپيدميولوژی توصيف برای اغلب (طبقهبندی) قسمتی چند های مدل است. بشری جوامع در بيماری ها اين رفتار
شبيه جهت غيره. و SEIR ،SIR ،SI نمادگذاری با متعددی مدل های تاکنون میگيرند. قرار استفاده مورد عفونی
نشان که است شده ارائه SEIRD عنوان با تاخيری، مدلی مقاله اين در اند. گرفته قرار توجه مورد الگوها اين  سازی

هستند. اجساد آلودگی، اصلی مسيرهای از يکی دهد می

آن رفتاری خوش ويژگی و SEIRD رياضی مدل .۲
بررسی مورد است، ابولا بيماری نهفته ی دوره از متاثر که عفونت، انتقال نوع دو [۲] درمرجع شده بيان مدل مطابق
،E(t) نهفته افراد ، S(t) مستعد افراد شامل که شوند می تقسيم گروه پنج به جمعيت مدل اين در دهيم. می قرار
از t زمان در جمعيت کل بنابراين باشد. می D(t) عفونی اجساد گروه و R(t) يافته بهبود افراد ، I(t) عفونی افراد
پنهان ی دوره يک τ کنيد فرض آيد. می دست به N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + R(t) + D(t) رابطه
عفونت انتقال احتمال d و دهد می رخ تماس که زمانی مستعد فرد يک به عفونی فرد يک از عفونت انتقال احتمال c ،
صورت، به اند شده آلوده تازه t زمان در که افرادی کل تعداد بنابراين باشد. مستعد فرد يک به عفونی جسد يک از

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 47A55; Secondary 39B52, 34K20, 39B82.
. پايداری. ديناميکی، سيستمهای زمانی، تأخير ديفرانسيل، معادلات کليدی. واژگان

سخنران ∗

۱



حيدری ع. و آباد دولت کمالی ف. ۲

[t− τ, t] پنهان ی دوره در فرد يک اينکه احتمال باشد، طبيعی مرگ ميزان µ اگر باشد. می cS(t)I(t)
N(t)

+ dS(t)D(t)
N(t)

شوند می گرفته نظر در آلوده t زمان در و τ پنهان دوره طول در که افرادی کل تعداد اينرو از است. e−µτ برابر بماند، باقی
بررسی را SEIRD تاخيری مدل ادامه در باشد. می cS(t−τ)I(t−τ)

N(t−τ)
e−µτ + dS(t−τ)D(t−τ)

N(t−τ)
e−µτ ، صورت به

کنيم. می

dS(t)

dt
= Λ− c

S(t)I(t)

N(t)
− d

S(t)D(t)

N(t)
− µS(t),

dE(t)

dt
= c

S(t)I(t)

N(t)
+ d

S(t)D(t)

N(t)
− c

S(t− τ)I(t− τ)

N(t− τ)
e−µτ

−d
S(t− τ)D(t− τ)

N(t− τ)
eµτ − µE(t),

dI(t)

dt
= c

S(t− τ)I(t− τ)

N(t− τ)
e−µτ + d

S(t− τ)D(t− τ)

N(t− τ)
eµτ − (ρ+ µ+ δ)I(t),

dR(t)

dt
= ρI(t)− µR(t),

dD(t)

dt
= (µ+ δ)I(t)− γD(t), (۱ . ۲)

ناشی مير و مرگ نرخ δ طبيعی، مرگ ضريب µ بازيابی، نرخ ρ بهبودی، نرخ γ مطالعه، مورد جمعيت Λ فوق، مدل در
باشد. می عفونت، از

برای ضمنی جواب يک میتوان (۱ . ۲) سيستم برای مناسب اوليه شرط يک انتخاب با [۱] مرجع از (۱.۲) لم طبق
دهد. می نشان را بهينگی دوره يک که کرد مشاهده E(t) ديفرانسيلی معادله

پايه مولد عدد و بيماری با مرتبط تعادل نقاط .۳
بيماری انتقال اصلی عناصر دارند قرار D و I, E گروههای در که افرادی ديد میتوان راحتی به (۱ . ۲) سيستم از
پارامترها، مقادير تمام ازای به باشد، R(t) = 0 و E(t) = I(t) = D(t) = 0, S(t) = Λ

µ
که هنگامی هستند.

تعادل نقطه حول (۱ . ۲) سيستم خطیسازی با میباشد. موجود همواره E1 = (Λ
µ
, 0, 0, 0, 0) بيماری بدون تعادل نقطه

داريم: ،E1

dS(t)

dt
= Λ− cI(t)− dD(t)− µS(t)

dE(t)

dt
= cI(t) + dD(t)− ce−µτI(t− τ)− de−µτD(t− τ)− µE(t)

dI(t)

dt
= ce−µτI(t− τ) + de−µτD(t− τ)− (ρ+ µ+ δ)I(t)

dR(t)

dt
= ρI(t)− µR(t),

dD(t)

dt
= (µ+ δ)I(t)− γD(t) (۱ . ۳)

مجدد و گرفته نظر در زير صورت به را (۱ . ۳) سيستم در بيماری طبقات با مرتبط معادلات پايه، مولد عدد محاسبه برای
کنيم. می بازنويسی

d

dt
y(t) = Ay(t− τ)−By(t) (۲ . ۳)



۳ کوتاه عنوان

y(t) =

E(t)
I(t)
D(t)

 , A =

0 −ce−µτ −de−µτ

0 ce−µτ de−µτ

0 0 0

 , B =

µ −c −d
0 ρ+ µ+ δ 0
0 −(µ+ δ) γ


دارند قرار D(t) و I(t), E(t) های گروه در t = 0 زمان در که افرادی تعداد y0 = (y1, y2, y3)

T کنيد فرض
است t > 0 که هنگامی ها گروه اين از مانده باقی جمعيت پراکندگی (۲ . ۳) رابطه طبق بر صورت اين در دهد، نشان را
تازه که افرادی کل تعداد توان می (۲ . ۳) رابطه در عبارت اين جايگذاری با لذا باشد. می ،y(t) = e−Bty0 صورت به
به کرد. محاسبه ،y =

∫∞
τ

Ay(t− τ)dt =
∫∞
τ

Ae−B(t−τ)y0dt = AB−1y0 صورت به را اند شده آلوده
باشد. می زير صورت به M0 عفونت عملگر B ماتريس بودن پذير وارون يا منفرد غير دليل

M0 = AB−1 =

0
−(γc+d(µ+δ))e−µτ

γ(ρ+µ+δ)
−de−µτ

γ

0 (γc+d(µ+δ))e−µτ

γ(ρ+µ+δ)
de−µτ

γ

0 0 0


است M0 ماتريس طيفی شعاع (۱ . ۲) سيستم از R0 پايه مولد عدد که است شده داده نشان [۳] مرجع در مثال عنوان به

شود. می بيان زير صورت به که

R0 =
(cγ + d(µ+ δ))e−µτ

γ(ρ+ µ+ δ)
(۳ . ۳)

اگر و مجانبی پايدار (۱ . ۲) سيستم از بيماری بدون تعادل نقطه باشد، R0 < 1 اگر ،[۱] مرجع از (۱.۳) قضيه طبق
گسترش ،(۱ . ۲) سيستم ديناميکی رفتار به توجه با است. ناپايدار تعادل، نقطه و میيابد گسترش بيماری باشد، R0 > 1
قضـيه در که دارد وجـود بومـی تعـادل نقـطه يـک صـورت اين در باشد. R0 > 1 که میيابد افزايش زمانی بيماری،
سيستم که میدانيم [۱] مرجع از (۳.۳) و (۱.۳) قضيه دو طبق رو، اين از است. شده اشاره آن به [۱] مرجع از (۳.۳)
بيماری بدون تعادل نقطه دارای تنها باشد، R0 < 1 وقتی دقيقتر، عبارت به است. تعادل نقطه دو حداکثر دارای (۱ . ۲)
نقطه نام به E1 بر علاوه ديگری تعادل نقطه باشد، R0 > 1 که وقتی و است سراسری مجانبی پايدار که میباشد، E1

خطی سيستم حال میشوند. نقطه يک به تبديل E2 و E1 باشد R0 = 1 که زمانی و دارد وجود نيز E2 واحد تعادل
کنيم، می بازنويسی زير صورت به را E2 تعادل نقطه به توجه با (۱ . ۲) شده

dS(t)

dt
= a11S(t) + a12E(t) + a13I(t) + a12R(t) + a15D(t),

dE(t)

dt
= −(a11 + µ)S(t)− (a12 + µ)E(t)− a13I(t)− a12R(t)− a15D(t)

+ e−µτ (a11 + µ)S(t− τ) + e−µτa12E(t− τ) + e−µτa13I(t− τ)

+ e−µτa12R(t− τ) + e−µτa15D(t− τ)

dI(t)

dt
= −(ρ+ µ+ δ)I(t)− e−µτ (a11 + µ)S(t− τ)− e−µτa12E(t− τ)

+ e−µτa13I(t− τ),−e−µτa12R(t− τ)− e−µτa15D(t− τ)

dR(t)

dt
= ρI(t)− µR(t),

dR(t)

dt
= (µ+ δ)I(t)− γD(t) (۴ . ۳)

میشوند. تعريف زير صورت به (a11, a12, a13, a15) ضرائب آن در که

a11 =
Λ(1−R0)

R0S∗ − µ

R0

, a12 =
Λ− µS∗

R0S∗ , a13 =
Λ− µS∗

R0S∗ − c

R0

, a15 =
Λ− µS∗

R0S∗ − d

R0
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سيستم پايداری .۴
میدانيم باشد، R0 > 1 که هنگامی [۱] مرجع از (۱.۴) قضيه طبق است. جمعيت پويايی در مهم ويژگی يک پايداری
مجانبی پايدار موضعی طور به حداقل تعادل، نقطهی اين باشد، γ ≥ µ که هنگامی و دارد وجود E2 بومی تعادل نقطه که

است. شده بيان [۱] مرجع از (۲.۴) قضيه در سراسری پايداری دربارهی نتايجی اين، بر علاوه است.

عددی های سازی شبيه .۵
(۱ . ۲) سيستم عددی سازی شبيه فصلی، تغييرات با بيماری انتقال تشخيص و آمده دست به نظری نتايج دادن نشان برای
توان می را µ و Λ مقدار که شود توجه دهيم. می ارائه [۱] مرجع از (۱.۴) جدول از شده گرفته های پارامتر مقادير با را

کرد. محاسبه ، آن کاربرد و انسانی جمعيت کل زندگی به اميد از استفاده با

µ =
1

زندگی به اميد × 365
, Λ = µ× انسانی جمعيت کل

مـانـنـد را نـهـفـتـه دوره در رفـتـه کـار بـه پـارامـتـرهـای مقـاديـر اگـر [۱] مـرجـع از 3a شکل به تـوجـه با
و τ = 5,Λ = 554/80, µ = 0/000047, c = 0/05, d = 0/20, δ = 0/130, γ = 0/5,
نقطه يعنی شود، می ،R0 = 0/567 < 1 پايه مولد عدد آنگاه دهيم قرار (۳ . ۳) رابطه در و کنيم انتخاب ρ = 0/05

تاثير مشاهده برای است. پايدار مجانبی سراسری طور به و بيماريست بدون E1 = (1/18× 107, 0, 0, 0, 0) تعادل
استفاده مقادير همان ديگر پارامترهای که طوری ؛ داد افزايش 0/75 و 0/5007 به را پارامتر اين مقدار بايد d انتقال نرخ
در شود. می حاصل R0 = 1/3608 > 1 و R0 = 1 ترتيب به پايه مولد عدد نتيجه در باشند. 3a شکل در شده
حالی در کرد. اثبات کافی اطلاعات بدون را پايداری نتوان است ممکن نظری لحاظ به باشد، R0 = 1 که زمانی واقع
از 3c شکل در است. پذير امکان مجانبی پايداری بيماری، بدون تعادل برای که دهد می نشان 3b شکل سازی شبيه که
نقطه محلی ثبات و عفونی پايدارای که کرد مشاهده را طولانی مدت يک در بيماری، ديناميکی رفتار توان می [۱] مرجع
باشد R0 = 1/3608 > 1 که هنگامی E2 = (5/12× 106, 1566, 1740, 1/9× 106, 452) بومی تعادل
داشت نگه يکسان τ جز به را پارامترها همه توان می نـهـفته، دوره تـاثير مشـاهـده بـرای همـچنين دهد. مـی نـشـان را
1/3608 از ترتيب به نيز R0 پايه مولد عدد که ديد خواهيم داد. افزايش 21 به نهايت در و 12 تا 5 از را پارامتر اين و
بيماری شيوع اوج نقطه اولين در عفونی جمعيت کاهش [۱] مرجع از 4 شکل يابد. می کاهش 1/3598 و 1/3604 به
بينيم می است. نهفته دوره افزايش تاثير دهنده نشان که دهد می نمايش اوليه شرايط همان با را [۱] مرجع از 3c شکل در
پايدار مجانبی موضعی طور به کند. می بينی پيش را آن از ناشی مير و مرگ يا ابولا سرايت موارد تعداد ثبات مدل اين که

است
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