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مدل در اغلب بهینه کنترل مسائل است. کنترل سیستم در مهم موضوعات از یکی بهینه کنترل نظریه چکیده.
است. غیرممکن یا دشوار تحلیلی جواب یافتن کلی حالت در آیند. می وجود به مهندسی های سیستم های سازی
که تبدیل بلمن - ژاکوبی - همیلتون معادله به را بهینه کنترل مسئله مقاله، این در شوند. می تقسیم مستقیم به
شامل تحلیلی های روش اند. بوده مسئله این برای تقریبی های جواب دنبال به بسیاری محققان دلیل، همین
مستقیم غیر و مستقیم روش دو به عددی های روش و هستند تغییرات حساب و پونتریاگین ماکزیمم اصل
این سپس کرده، تبدیل همیلتون-ژاکوبی-بلمن معادله به را بهینه کنترل مسئله مقاله این در شوند. می تقسیم

کنیم. می حل است، غیرمسقیم روش یک که تکرارتغییراتی روش با را معادله

مقدمه .١

درحالت باشد. می سیستم خطی غیر بهینه کنترل بهینه، کنترل زمینه در موضوعات ترین چالش پر از یکی
برای حلی راه دنبال به محققان لذا ندارد. وجود مسائل این دقیق جواب آوردن بدست برای مشخصی روش کلی
کنترل مسائل از وسیع ای رده برای [١] ١ تکرارتغییراتی روش مقاله این در هستند. تقریبی جواب آوردن بدست

برد. خواهیم کار به بهینگی لازم شرایط بررسی با خطی غیر بهینه

روش آنالیز .٢

بهینه کنترل مسئله

J(x, u) = ϕ(tf , x(tf )) +

∫ tf

t

L(t, x(t), u(t))dt

ẋ = f(t, x(t), u(t));x(t0) = x0,
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مشتق x به نسبت و پیوسته تابع f دار کران و بسته مجموعه دو U و A حالت، متغیر x(t) ∈ A ⊆ Rn که
: دهیم می قرار ٢ بلمن - ژاکوبی - همیلتون معادله به کنترل مسئله تبدیل دلیل به گیریم. می نظر در را پذیر

V (t, x) = inf
u∈ω

{ϕ(tf , x(tf )) +
∫ tf

t

L(θ, x(θ), u(θ))dθ} = J(x, u∗). (٢ . ١)

u∗ = ψ(t, x, Vx)

: بریم می بکار را زیر قضیه

کنید فرض .٢ . ١ قضیه
Vt +min

u∈U
H(t, x, u, Vx) = 0

که
H(t, x, u, Vx) = Vxf(t, x, u) + L(t, x, u)

داشت: خواهیم (٢ . ١) در انتهایی مقدار دادن قرار با

V (tf , x(tf ) = ϕ(tf , x(tf ))

[٢] صورت به HJB معادله شرط دو نتیجه در

(HJB)

{
Vt +H(t, x, u∗, Vx) = 0

V (tf , x(tf )) = ϕ(tf , x(tf ))
(٢ . ٢)

تغییراتی تکرار روش از استفاده با HJB معادله حل .٣

معادله تغییراتی تکرار روش بردن بکار منظور به است. بهینگی برای کافی و لازم شرط یک (٢ . ٢) معادله
کلی غیرخطی دیفرانسیل

Lu+ Nu = g(x) (٣ . ١)
کنید فرض گیریم. می نظر در را است ناهمگن ای جمله چند g(x) و غیرخطی عملگر N و خطی عملگر L که را
Lu+ Nũ = g(x) نوشت توان می پس L(u+ ϵ) + N(u+ ϵ) = g(x) دهیم می قرار معلوم، تابعی u

(٣ . ١) به توجه با بنابراین
Lu+ Nũ− g(x) = 0

باشد. می عملگر عنوان به T که Tu = 0 یا
∫ t

0
(Lu(ξ) + Nũ(ξ) − g(ξ))dξ = 0 انتگرالگیری از پس

داشت: خواهیم بنابراین
un+1 = un + Tun

داریم: لاگرانژ ضریب از استفاده با

un+1(t, x) = un(t, x) +

∫ t

0

λ(ξ)(Lu(ξ) + Nũ(ξ)− g(ξ))dξ

نوشت، توان می HJB اول شرط از استفاده با

Vn+1(t, x) = Vn(t, x) +

∫ tf

t

λ(ξ)(
∂Vn(ξ, x)

∂ξ
+
∂Ṽn(ξ, x)

∂x
f(ξ, x, ψ) + L(ξ, x, ψ))dξ

٢ Hamilton Jacobi Bellman (HJB)



٣ خطی غیر بهینه کنترل مسئله

نتیجه در

δVn+1(t, x) = δVn(t, x) + δ(

∫ tf

t

λ(ξ)
∂Vn(ξ, x)

∂ξ
dξ)

آید. می دست به n ≥ 0 برای Vn+1(t, x) مقدار V0(t, x) = ϕ(t, x(t)) انتخاب با .λ = 1 بنابراین و
شود. می محاسبه V (t, x) = limn→∞ Vn(t, x) صورت به جواب لذا

همگرایی آنالیز .۴

گرفت: نتیجه زیر قضایای کمک به توان می را شده ارائه روش همگرایی
صورت: این در است انقباضی D عملگر کنید فرض .١ . ۴ قضیه

که طوری به دارد وجود K فشرده مجموعه در v مانند فرد به منحصر عضوی الف)
V = D(V )

صورت، به {Vn}∞n=0 ∈ K دنباله v0 ∈ K هر برای ب)
Vn+1 = D(Vn), n = 0, 1, ...

.[٣] است v به همگرا که شود می تعریف
،k ∈ N ∪ {0} هر ازای به اگر باشد. H به H هیلبرت فضای از عملگر یک A کنید فرض .٢ . ۴ قضیه
V (t, x) =

∑∞
k=0 vk(t, x) سری گاه آن .∥vk+1∥ ≤ γ∥vk∥ که طوری به باشد داشته وجود 0 ≤ γ < 1

.[۴] همگراست ،HJB معادله جواب به

این آنگاه باشد، همگرا است، HJB معادله جواب که V (t, x) =
∑∞

k=0 vk(t, x) سری اگر .٣ . ۴ قضیه
.[۴] است (٣ . ١) غیرخطی معادله از دقیق جواب یک سری

پارامتر i ∈ N ∪ {0} هر برای اگر .۴ . ۴ گزاره

βi =

{
∥vi+1∥
∥vi∥ , ∥vi∥ ̸= 0

V (tf , x(tf )) = ϕ(tf , x(tf )), ∥vi∥ = 0

همگرا 0 ≤ βi < 1 و i ∈ N ∪ {0} هر ازای به V (t, x) =
∑∞

k=0 vk(t, x) سری آنگاه کنیم، تعریف را
است. دقیق جواب یک به

عددی های مثال .۵

آمده بدست مثال دو تقریبی جواب Maple افزار نرم کمک به و شده ارائه روش از استفاده با بخش این در
مطلق خطای نیز و [۶] هموتوپی و [۵] آدومیان تکرارتغییراتی، روش از استفاده با تقریبی جواب مقادیر و است

است. شده درج جداول در مقایسه منظور به محاسبه،

بهینه  کنترل مسئله .١ . ۵ مثال

J =
1

2

∫ 1

0

(u2(t) + x2(t))dt 0 ≤ t ≤ 1

s.t : ẋ(t) = −x(t) + u(t) , x(0) = 1

به تقریبی جواب مقادیر شده ارائه روش از استفاده با ( J = 0.192909295 دقیق (جواب بگیرید. نظر در را
آید. می بدست (١) جدول و (١) نمودار صورت
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واقعی جواب با مختلف های n برای u(t) و x(t) تقریبی جواب مقایسه :١ شکل

  

(١ . ۵) مثال برای خطا و واقعی مقادیر :١ جدول

n V IM خطا ADM خطا HPM خطا
1 0.218360008 2.5× 10−2 0.224030251 3.1× 10−2 0.218360008 2.5× 10−2

3 0.200652631 7.7× 10−3 0.212708623 2.0× 10−2 0.193097636 1.9× 10−4

5 0.193294416 3.8× 10−4 0.206778119 1.4× 10−2 0.194059806 1.1× 10−3

7 0.192914197 4.9× 10−6 0.203602923 1.1× 10−2 0.193415452 5.1× 10−4

بهینه کنترل مسئله .٢ . ۵ مثال

J = x2(1) +
1

2

∫ 1

0

u2(t)dt

s.t : ẋ(t) = x(t) + u(t) , x(0) = 1

خواهیم (٢) جدول و (٢) نمودار مقادیر محاسبه از پس (J = 1.09078425 دقیق (جواب بگیرید. نظر در را
داشت:  

(٢ . ۵) مثال برای خطا و واقعی مقادیر :٢ جدول

n V IM خطا ADM خطا HPM خطا
1 1.06845960 2.2× 10−2 1.06845960 2.2× 10−2 1.06845960 2.2× 10−2

3 1.08949369 1.3× 10−3 1.09849888 7.7× 10−3 1.09849888 7.7× 10−3

5 1.09075706 2.7× 10−5 1.08869787 2.1× 10−3 1.08869787 2.1× 10−3



۵ خطی غیر بهینه کنترل مسئله

    

واقعی جواب با مختلف های n برای u(t) و x(t) تقریبی جواب مقایسه :٢ شکل

  

گیری نتیجه .۶

در آمده بدست مقادیر از شد. محاسبه تکرارتغییراتی روش از استفاده با بهینه کنترل مسئله عددی جواب
روش این لذا است، کمتر ۴ HPM و ٣ ADM های روش از V IM روش در خطا که کنیم می ملاحظه جداول

است. یکی تقریبا واقعی جواب با تغییراتی روش جواب نمودارها به توجه با و است تر مناسب
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