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سازد که شرایط لازم برای  را قادر می  ما   امر  شود. اینزمان فرموله می-عنوان یک مسئله کنترل بهینه گسستهدر این مقاله یادگیری عمیق به  :چکیده 
پذیر هستند را توسعه دهیم.  ای که متکی به گرادیان نسبت به پارامترهای آموزشیادگیریهای  بهینگی را به شکلی خاص مشخص کرده و الگوریتم

تقریب روش  گسستهدر حالت خاص  متوالی  )-های  معرفی میMSAزمان  را  )  کنیم (  پونتریاگین  ماکسیمم  اصل  اساس  بر  برای  PMPکه   )
تواند برای  آید که میگسسته بدست می MSAاند. علاوه بر این یک تقریب خطای بسیار دقیق برای ریزی شدهپذیر پایههای عصبی آموزششبکه

 عنوان نتیجه اصلی این مقاله از نظر تئوری تلقی کرد. توان بهرا می خطا تقریب  ی اینمحاسبههای مفید استفاده شود.  بدست آوردن الگوریتم

 

 گفتار پیش  .1

مورد مطالعه قرار   نامقید  ریزی غیرخطیعنوان یک مسئله برنامهاغلب به   †های عصبی پیشخورمسئله آموزش عمیق شبکه 
پذیر انجام میگیرد، شرایط لازم برای روی پارامترهای آموزش  ،در این مسائل که اغلب مینیمم سازی تابع هدف.  گیردمی

گیرد. این امر  پذیر، صورت میبهینگی معمولا توسط برابر صفر قرار دادن گرادیان تابع هدف نسبت به متغیرهای آموزش
پایه  زیادی  حد  الگوریتمتا  برای  است.  سازیبهینه   هایای  عمیق  یادگیری  در  کاهشی  گرادیان  بر  که    مبتنی  هنگامی 

بینی شده الگوریتم فوق استفاده  های پیشتوان از نسخهپذیر وجود دارد، میروی پارامترهای آموزش  های اضافی  محدودیت
حاصل شود. چنین رویکردهایی کاملا کلی   KKTتواند در قالب شرایط  تر شرایط لازم برای بهینگی میطور گسترده کرد. به 

یادگیری عمیق متکی نیستطور معمول به ساختنیست و به یادگیری عمیق تابع    با این حال   .ار اهداف مورد نظر در  در 
ها به صورت بازگشتی از طریق  ای از ورودیبرخوردار است. این ساختار از تغذیه دسته   هدف اغلب از ساختار خاصی

های نهایی نزدیک به  ها را طوری تنظیم کرد تا خروجیتوان آنشود که میقابل آموزش حاصل میای از تبدیلات  دنباله 
برخی از مجموعه اهداف ثابت باشند. این پروسه شبیه به یک مسئله کنترل بهینه است که از مطالعه حساب تغییرات  

 شود.شود. در این مقاله از دیدگاه کنترل بهینه از یاد گیری عمیق رونمایی میایجاد می

 

 
 های متوالی، اصل ماکسیمم پونتریاگین یادگیری عمیق، مسئله کنترل بهینه، روش تقریب واژگان کلیدی:
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 دیدگاه کنترل بهینه  .2

دهیم. فرض کنید  عنوان یک مسئله کنترل بهینه رسمیت میدر این بخش مسئله آموزش یک شبکه عصبی عمیق را به
𝑇 ∈  𝑍+   و    هاتعداد لایه{𝑥𝑠,0 ∈  𝑅𝑑0 ∶ 𝑠 = 0, … , 𝑆}  های ثابت شبکه را نشان دهد که در آن ی ورودیمجموعه 
𝑆 ∈  𝑍+  ی نمونه است. سیستم دینامیکی زیر را در نظر بگیریداندازه : 

𝑥𝑠,𝑡+1 = 𝑓𝑡(𝑥𝑠,𝑡, 𝜃𝑡), 𝑡 = 0,1, … , 𝑇 − 1                 (1) 

𝑓𝑡: 𝑅𝑑𝑡  که در آن   × Θ𝑡 ⟶ 𝑅𝑑𝑡+1  به ازای هرt ،  فرض کنید که هر مجموعه پارامتر   حالت است.  متغیر   یک تبدیل روی
وزن یک    Θ𝑡پذیر  آموزش تنظیم  عصبی  شبکه  یک  آموزش  از  هدف  است.  اقلیدسی  فضای  از  مجموعه  های زیر 

{𝜃𝑡 ∶ 𝑡 = 0, … , 𝑇 − ای را حداقل کند که در آن اختلاف بین خروجی نهایی شبکه  ای است که تابع هزینه گونه به   {1
یعنی    𝑥𝑠,𝑇یعنی   هدف  واقعی  مقادیر  است.  𝑦𝑠و  شده  خانواده   لحاظ  منظور  این  مقدار برای  حقیقی  توابع  از  ای 

Φ𝑠: 𝑅𝑑𝑇 → 𝑅    که روی𝑥𝑠,𝑇   به  کنیم. علاوه بر اینکنند تعریف میعمل می  ‡دهیازای هر لایه تابع نظم ممکن است 
𝐿𝑡: 𝑅𝑑𝑡 × Θ𝑡 ⟶ 𝑅    هدف ما در شبکه عصبی   را در نظر بگیریم که باید همزمان با تابع هزینه حداقل شود. بنابراین

 :حل مسئله زیر است

min
𝜽 ∈ 𝚽

J(𝜽) ≔
1

𝑆
∑ Φ𝑠(𝑥𝑠,𝑇) +

1

𝑆
∑ ∑ 𝐿𝑡(𝑥𝑠,𝑡, 𝜃𝑡)𝑇−1

𝑡=0
𝑆
𝑠=1

𝑆
𝑠=1                                         (2)   

𝑠. 𝑡.          𝑥𝑠,𝑡+1 = 𝑓𝑡(𝑥𝑠,𝑡, 𝜃𝑡), 𝑡 = 0,1, … , 𝑇 − 1  , 𝑠 ∈ [𝑆]                

Φایم:  که خلاصه کرده  ≔ {Φ0, … , Φ𝑇−1}  و[S]:={1,2,…,S} . 

 اصل ماکسیمم پونتریاگین   1-2

شرایط لازم برای بهینگی در قالب حداکثر رساندن یک تابع خاص همیلتون  ( معمولا از  PMP)  §اصل ماکسیمم پونتریاگین 
   نسبت به    𝑓𝑡پذیری )ویا حتی پیوستگی( تابع  های بارز این اصل این است که فرض مشتقاز ویژگی  تشکیل شده است.

𝜃   های گرادیان کاهشی روزرسانی روشبه به   نیازیهای مبتنی بر آن  دیگر لازم نیست. بنابراین شرط بهینگی و الگوریتم
∗𝜽فرض کنید    هاست.ای از برنامهویژگی خاص برای رده  کندارد. این ی = {𝜃0, … , 𝜃𝑇−1} ∈ 𝚯  ( 2جواب مسئله) 

به  اکنون   ، غیر رسمی  باشد  تشریح میرا مشخص می  ∗𝜽که    PMPطور  را  برای هر  کنیم.  کند  همیلتونی تاب  tابتدا    ع 
𝑅𝑡: 𝑅𝑑𝑡+1 × Θ𝑡 ⟶ 𝑅 کنیم را بوسیله رابطه زیر تعریف می 

𝐻𝑡(𝑥, 𝑝, 𝜃) := 𝑝. 𝑓𝑡(𝑥, 𝜃) −
1

𝑆
𝐿𝑡(𝑥, 𝜃)                 (3) 

 توان ثابت کرد. اکنون شرایط لازم زیر را می

باشند. همچنین فرض کنید    𝑥به اندازه کافی در    Φ𝑠   s=1,…,S،و     𝑓𝑡گسسته( فرض کنید    (PMP  2.1  قضیه  هموار 
هر   برای  𝑥و    tکه  ∈  𝑅𝑑𝑡   مجموعه ,𝑓𝑡(𝑥}های  ،  𝜃) ∶  𝜃 ∈ Θ}    و  {𝐿𝑡(𝑥, 𝜃) ∶  𝜃 ∈ Θ}   آن باشند.  گاه  محدب 

𝒑𝑠حالت  شبه متغیرهای  
∗ ≔ {𝑝𝑠,𝑡

∗ ∶ 𝑡 = 0, … , 𝑇}   طوری که شرایط زیر برای  وجود دارند بهt=0,…,T-1    و𝑠 ∈ [𝑆] 
 برقرار هستند: 

 
‡ regularization terms 
§The Pontryagin’s Maximum Principle  
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𝑥𝑠,𝑡+1
∗ = ∇𝑝𝐻𝑡(𝑥𝑠,𝑡

∗ , 𝑝𝑠,𝑡+1
∗ , 𝜃𝑡

∗),      𝑥𝑠,0
∗ = 𝑥𝑠,0           (4) 

𝑝𝑠,𝑡
∗ = ∇𝑥𝐻𝑡(𝑥𝑠,𝑡

∗ , 𝑝𝑠,𝑡+1
∗ , 𝜃𝑡

∗),      𝑝𝑠,𝑇
∗ = −

1

𝑆
∇Φ𝑠(𝑥𝑠,𝑇

∗ )           (5) 

∑ 𝐻𝑡(𝑥𝑠,𝑡
∗ , 𝑝𝑠,𝑡+1

∗ , 𝜃𝑡
∗) ≥

𝑆

𝑠=1

∑ 𝐻𝑡(𝑥𝑠,𝑡
∗ , 𝑝𝑠,𝑡+1

∗ , 𝜃),      ∀𝜃 ∈ Θ𝑡                  (6) 

𝑆

𝑠=1

 

 .                                                                                                       مراجعه شود  [1]به   برهان. 

بهینه  1معادله )  **جلو( انتشار به4معادله حالت )  رابا جزئیات شرح دهیم.  PMP  بگذارید  است.  ∗𝜽( تحت پارامتر 
𝒑𝑠( سیر تکاملی متغیر شبه حالت  5معادله )

(  5در معادله )  𝑝𝑠,𝑡متغیرهای  تر باشد که از  کند. شاید مناسبرا تعریف می  ∗
هایی های قابل دستیابی و مجموعه حالتای از حالتیاد کنیم که مجموعه   عنوان سیر تکاملی بردار نرمال یک ابرصفحهبه

را   [1]از  Aکند.)برای تحلیل بیشتر پیوست تر از مقدار بهینه است را از هم جدا میها کوچکرا که مقدار تابع هدف آن 
کند که  ( بیان می6باشد. معادله )می  PMP( قسمت اصلی  6ببینید(. شرط حداکثر رساندن تابع هامیلتونین )معادله  

 ماکسیمم کند.  t=0,…,T-1طور سراسری تابع هامیلتونین را برای هر لایه باید به  ∗𝜽جواب بهینه  

 های متوالی روش تقریب  .3

PMP    ها را صدق  ( باید آن 2دهد که یک جواب بهینه برای )( یک مجموعه از شرایط لازم را به ما می4-6)معادلات
کرد. هدف این بخش بحث در مورد الگوریتم دهد. با این حال به ما نمی  هایی گوید که چنین جوابی را چگونه باید پیدا 

ها یک توان در یافت که هر یک از آن می   4-6از معادلات    دقیق( بر اساس اصل ماکسیمم است. در بررسی  2برای حل )
,𝒙𝑠}های ممکن،    𝜽منیفلد در فضای جواب شامل همه   𝑠 ∈ [𝑆]}     و{𝒑𝑠, 𝑠 ∈ [𝑆]}  دهند و اشتراک  را نمایش می

در نتیجه یک روش تکراری که یک جواب حدسی   تواند شامل یک جواب بهینه باشد.وجود، می  این سه منیفلد در صورت
( است MSA)  ††های متوالیتواند مفید باشد. این روش، روش تقریبکند میرا به توی هریک از این منیفلدها تصویر می

 زمان را معرفی کنیم.-زمان معرفی شد. اجازه دهید اکنون نسخه گسسته-که در ابتدا برای حل مسائل کنترل بهینه پیوسته

𝜽0با یک جواب حدسی  • = {𝜃𝑡
0, 𝑡 = 0, … , 𝑇 −  شروع کنید.  {1

نمونه   • هر  از     sبرای  استفاده  𝑥𝑠,𝑡+1با 
𝜽𝟎

= 𝑓𝑡(𝑥𝑠,𝑡
𝜽𝟎

, 𝜃𝑡
کنید    t=0,…T-1برای    (0 𝑥𝑠تعریف 

𝜽𝟎
≔

{𝑥𝑠,𝑡
𝜽𝟎

: 𝑡 = 0, … , 𝑇} . ( است.4به طور شهودی این یک نمایش بر روی منیفلد تعریف شده توسط معادله ) 
𝑝𝑠کنیم دهیم یعنی تعریف می( انجام می5سپس تصویرسازی را روی منیفلد تعریف شده توسط معادله ) •

𝜽𝟎
≔

{𝑝𝑠,𝑡
𝜽𝟎

, 𝜃𝑡
متغیرهای   {0 𝑝𝑠,𝑡 بوسیله 

𝜽𝟎
= ∇𝑥𝐻𝑡 (𝑥𝑠,𝑡

𝜽𝟎
, 𝑝𝑠,𝑡+1

𝜽𝟎
, 𝜃𝑡

.و    t=0,…,T-1برای     (0 𝑝𝑠,𝑇
𝜽𝟎

=

−
1

𝑆
∇Φ𝑠 (𝑥𝑠,𝑇

𝜽𝟎
) 

 
** forward propagation  
†† The Method of Successive Approximations 
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 پایه  MSAالگوریتم : 1شکل 

• ( معادله  توسط  شده  تعریف  منیفلد  روی  بر  می6سرانجام  تصویرسازی  ماکسیمم(  با  را  کار  این  سازی  کنیم. 
𝜽𝟏همیلتونین برای بدست آوردن   ≔ {𝜃𝑡

1 ∶ 𝑡 = 0, … , 𝑇 − قرار   t=0,..,T-1دهیم. یعنی برای  انجام می  {1
𝜃𝑡دهیم می

1 = arg max
𝜃∈Θ𝑡

∑ 𝐻𝑡 (𝑥𝑠,𝑡
𝜽𝟎

, 𝑝𝑠,𝑡+1
𝜽𝟎

, 𝜃)𝑆
𝑠=1 . 

 آورده شده است. 1پایه در شکل   MSAشوند تا همگرایی حاصل شود. خلاصه الگوریتم مراحل فوق آنقدر تکرار می 

 

 MSAیک تقریب خطا برای   .4

، ممکن است الگوریتم فوق واگرا باشد مگر اینکه شرایط اولیه خوبی داده شده باشد. اجازه دهید  MSAهای  با تمام مزیت
 هایی را با بدست آوردن یک تخمین خطای دقیق در هر تکرار از مراحل الگوریتم فوق بدست آوریم.چنین پدیده ماهیت  

 کنیم: ابتدا تعریف می

𝑊𝑡 ≔ conv{𝑥 ∈ 𝑅𝑑𝑡: ∃𝜃, 𝑠    s. t.   𝑥𝑠,𝑡
𝜃 = 𝑥} 

 حال فرضیات زیر را در نظر بگیرید:

Kیعنی وجود دارد   کنند.شیتز صدق میدر شرط لیپ 𝛻Φ𝑠و  Φ𝑠پذیر پیوسته است و دوبار مشتق Φ𝑠الف.  > به  0
,𝑥برای همه   طوری که 𝑥′ ∈ 𝑊𝑡   و𝑠 ∈ [𝑆] :داریم 

|Φ𝑠(𝑥) − Φ𝑠(𝑥′)| + ‖∇Φ𝑠(𝑥) − ∇Φ𝑠(𝑥′)‖ ≤ K‖𝑥 − 𝑥′‖ 

.)𝑓𝑡ب.   , 𝜃)  و𝐿𝑡(. , 𝜃) در 𝑥 و    پذیر پیوسته هستند دوبار مشتق𝑓𝑡  و∇𝑥𝑓𝑡    و𝐿𝑡   و∇𝑥𝐿𝑡  شیتزدر شرایط لیپ 
Kیعنی وجود دارد  کنند صدق می 𝜃و   tشیتز یکنواخت در و لیپ 𝑥در   پیوسته > ,𝑥  به طوری که برای همه  0 𝑥′ ∈

𝑊𝑡  وθ ∈ Θ𝑡   وt=1,…,T-1  :داریم 

‖𝑓𝑡(𝑥, 𝜃) − 𝑓𝑡(𝑥′, 𝜃)‖ + ‖∇𝑥𝑓𝑡(𝑥, 𝜃) − ∇𝑥𝑓𝑡(𝑥′, 𝜃)‖2 + |𝐿𝑡(𝑥, 𝜃) − 𝐿𝑡(𝑥′, 𝜃)| 

+‖∇𝑥𝐿𝑡(𝑥, 𝜃) − ∇𝑥𝐿𝑡(𝑥′, 𝜃)‖ ≤ K‖𝑥 − 𝑥′‖. 

به وضوح   شود،نتیجه می  Θ𝑡داری دار باشد که معمولا بوسیله کران کران  𝑊𝑡توجه کنید فرضیات الف و ب اگر هر 
 کنیم. حال با استفاده از فرضیات فوق قضیه مهم زیر را مطرح می برقرارند.
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Cگاه ثابت   گسسته( فرض کنید فرضیات الف و ب برقرار باشند. آن MSA)تخمین خطا برای   1. 4 قضیه > 0 
Φو  θطوری که برای هر  وجود دارد به  ϕو    θمستقل از   ∈ Θ:داریم                                         J(𝜙) − J(𝜽) 

≤ − ∑ ∑ 𝐻𝑡(𝑥𝑠,𝑡
𝜽 , 𝑝𝑠,𝑡+1

𝜽 , 𝜙𝑡) −

𝑆

𝑠=1

𝑇−1

𝑡=0

𝐻𝑡(𝑥𝑠,𝑡
𝜽 , 𝑝𝑠,𝑡+1

𝜽 , 𝜃𝑡)                 (7) 

+
𝐶

𝑆
∑ ∑‖𝑓𝑡(𝑥𝑠,𝑡

𝜽 , 𝜙𝑡) − 𝑓𝑡(𝑥𝑠,𝑡
𝜽 , 𝜃𝑡)‖

2
𝑆

𝑠=1

                                      (8)

𝑇−1

𝑡=0

 

+
𝐶

𝑆
∑ ∑‖∇𝑥𝑓𝑡(𝑥𝑠,𝑡

𝜽 , 𝜙𝑡) − ∇𝑥𝑓𝑡(𝑥𝑠,𝑡
𝜽 , 𝜃𝑡)‖

2
𝑆

𝑠=1

                            (9)

𝑇−1

𝑡=0

 

+
𝐶

𝑆
∑ ∑‖∇𝑥𝐿𝑡(𝑥𝑠,𝑡

𝜽 , 𝜙𝑡) − ∇𝑥𝐿𝑡(𝑥𝑠,𝑡
𝜽 , 𝜃𝑡)‖

2
𝑆

𝑠=1

                          (10)

𝑇−1

𝑡=0

 

 .                                                                                                       مراجعه شود  [1]به   برهان. 

در گام بعدی الگوریتم گفته شده بدست آمده باشد در این صورت    𝜽از      𝜙برای تشریحی کوتاه از قضیه فوق، فرض کنید  
( در قضیه فوق عبارتی نامثبت  7با توجه به گام ماکسیمم سازی تابع همیلتونین در الگوریتم واضح است که عبارت )

توان بعنوان عبارات جریمه به تابع هدف  )این عبارات نامنفی را می  8-10نظر کردن از روابط  فاست. بنابراین با صر
J(𝜙)اضافه کرد( داریم   − J(𝜽) ≤ برای تحلیل بیشتر قضیه به   دهد.هر گام نشان می  بع هزینه را درو این کاهش تا  0

 مراجعه کنید.  [1]

 گیری و کارهای مرتبط نتیجه  .5

یاد شد و الگوریتمی کارا در حالت کلی برای این مسائل  زمان  -در این مقاله از یادگیری عمیق با دیدگاه کنترل بهینه گسسته
ها مجاز به انتخاب مقادیر ها در آنهایی که وزنقلو یعنی آنو سه  باینریهای عصبی  ارائه شد. در حالات خاص برای شبکه 

های ای که در اینجا معرفی شد الگوریتم { هستند با توجه به الگوریتم پایه 1+,1,0-{  و  }1+,1-های }به ترتیب از مجموعه 
به بررسی آنشود که به تر و مفیدتر معرفی می متفاوت  توانند  مندان میها در این متن نیستیم علاقه علت محدودیت قادر 

 [1]اکثریت و قسمت اصلی این متن برگرفته از  شود که مراجعه کنند. در پایان خاطرنشان می [1]برای بررسی بیشتر به 
 باشد. می
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