
  
  
 

1 
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)فضای فرشه یک اندازه نافشردگی روی ابتدا در این مقاله  :چکیده , )NC ∞
+¡ پس به کمک آن یک س معرفی می کنیم و  ¡

یک دستگاه  با ارائه یک قضیه به وجود جواب پيشنهاديمان، برای اعتبار و کاربرد قضاياي می نماییم.قضیه نقطه ثابت را بیان 
   ضیه را نشان می دهیم.قکارایی وکاربرد این  یدرانتها با ارائه مثال. نوع ولترا می پردازیم  نامتناهی از معادلات انتگرالی غیرخطی از

  گفتارپیش .1
که شامل معادلات دیفرانسیل با مشتقات معادلات تابعی ت عملگری در های نافشردگی ابزارهای مفیدی در نظریه معادلااندازه

گیرند. اندازه های باشند، مورد استفاده قرار میجزئی، معادلات انتگرال، معادلات انتگرالی دیفرانسیلی و  نظریه کنترل بهینه می
نافشردگی توسط  اندازهنافشردگی و قضیه نقطه ثابت داربو نقش مهمی را در نظریه نقطه ثابت و کاربردهای آن ایفا می کنند. اولین  

ضیه ای را داربو با کمک اندازه نافشردگی ق 1955سال  تعریف و مورد مطالعه قرار داده  شد. در 1930] در سال3کاراتووسکی  [
  ].2ارائه نمود که وجود نقاط ثابت را درعملگرهای تراکمی تضمین می کرد [

 اينمادگذاري و مطالب پایه. ٢
)هیم  و نمادهای مورد نیاز بخش های بعدی را بیان می نماییم. فرض کنیددر این بخش، بعضی از مفا  ,||.||)E   یک فضای

EXباناخ حقیقی باشد،  برای   .نامیممی Xرا به ترتیب بستار و غلاف  محدب ConvXوX، مجموعه∅≠⊃
های را  زیرخانواده  شامل همه زیرمجموعه EN و Eهای  ناتهی و کران داررا خانواده ی همه  زیرمجموعه EMبر این،علاوه 

  گیریم. میدر نظر Eبه طور نسبی فشرده 

:نگاشت . ]1[ تعریف 2-1 E +µ → ¡M   را  اندازه نافشردگی در E .نامیم هرگاه در شرایط زیر صدق کند  

ker) خانواده١( = { : ( ) = 0}EX Xµ µ∈M  ناتهی باشد وker Eµ ⊆ N ، 
X) اگر٢( Y⊂  آنگاه( ) ( )X Yµ µ≤،  
)٣( ( ) = ( )X Xµ µ ،  
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)۴(( ) = ( )ConvX Xµ µ ،  
λ[0,1]) به ازای  هر ۵( )رابطه زیر برقرار باشد ∋ (1 ) ) ( ) (1 ) ( )X Y X Yµ λ λ λµ λ µ+ − ≤ + − ،   
L1,2,=n nnکه برای هر  طوری باشد به EMهای بسته ازای از مجموعه دنباله {  }) اگر ۶( XX  و 1+⊃

lim ( ) 0nn
Xµ

→∞
 گاه، آن=
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= n
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X X
∞

∞
=

≠ ∅I .  

  داشته باشیم  )۶(الی  )1(را اندازه نافشردگی  منظم می نامیم هرگاه علاوه بر شرایط  µهمچنین 

)7( ( ) max{ ( ), ( )}X Y X Yµ µ µ=U،  

)8( ( ) ( ) ( )X Y X Yµ µ µ+ ≤ +،  
λبه ازای هر )9( )داشته باشیم  ¡∋ ) | | ( )X Xµ µλ = λ،  
)10 (.ker Eµ = N  

,0])از  کراندار یک زیرمجموعه ی ناتهی  و Xفرض کنید  تعریف. 2-2 ] )NC T این صورت برای هر باشد . در
x X∈ 0هر وε   تعریف می کنیم <

0 ( , ) sup{| ( ) ( ) |, , [0, ] , {| |, 1, 2,..., } },T N
i ix x t x s t s T max t s i Nε εω = − ∈ − = ≤  

1که درآن  2 1 2( , ,..., ), ( , ,..., )N Nt t t t s s s s= =. 

0 0( , ) sup{ ( , ), },T TX x x Xε εω = ω ∈  

0 0
0

( ) lim ( , ).T TX X
ε

ε
+→

ω = ω   

0در این صورت تابع  ( )T Xω  0])یک  اندازه نافشردگی منظم در فضای, ] )NC T .می باشد  

)1به متر  ¡∞فرض کنید   .]4[ یادآوری 2-3 , ) = { : }
2 (1

i i
i

i i

a bd a b sup i
a b∞

−
∈

+ −¡
¥| |

| |)
که درآن  مجهز شده باشد 

( ), ( )i ia a b b ∞= = ∈ )یک  فضای  فرشه است.  برای  هر ¡∞. فضای ¡ )ia a ∞= ∈ )قرار می دهیم  ¡ )i ia aπ =.  

  نتایج اصلی .٣
)فرض کنید   , )NC ∞

+¡ Nفضای تمام  توابع  پیوسته تعریف شده  روی   ¡
باشند.  این  فضا مجهز به ¡∞ با مقادیری در  ¡+

  خانواده ای از نیم نرمها  به صورت زیر است.
| | sup{| ( )( ) |: , [0, ] },T N

ix x t i T t Tπ= ≤ ∈  

Tوقتی  )1 ن  فضا با مترتعریف شده به صورت.  همچنین  ای ¥∋ , ) = sup{ : }
2 (1

T

c T T

x yd x y T
x y
−

∈
+ −

¥| |
| | )

   

,وقتی که ( , )  Nx y C ∞
+∈ ¡   ، یک  فضای  فرشه است. ¡



)فرشه ي فضا   , )NC ∞
+¡ ¡    

  
  
 

)همگرایی  و به طور نسبی فشردگی در  , )NC ∞
+¡   با شرایط زیر مشخص سازی  می شوند. ¡

)) دنباله ی  1  )nx  همگرابهx در( , )NC ∞
+¡ iبرای  هر می باشد اگر و فقط  اگر  ¡ 0Tو هر ¥∋ > ( )i nxπ  به

)طور یکنواخت  همگرا  به  )i xπ   0]روی, ]NT  .باشد  
,)  زیرمجموعه ی2 ) ( NX C ∞

+⊂ ¡ iبرای  هر  به طور نسبی فشرده است اگر و فقط  اگر ¡ 0Tو هر ¥∋ مجموعه   <
)توابع  )i Xπ  0]یکنواخت کراندار روی همپیوسته  و  به طور, ]NT  .باشد  

0T برای  هرهمچنین   lim.داریم   < ( , ) 0 lim ( , ) 0
TC n C nn n

d x x d x x
→∞ →∞

= ⇔ =  

Zزیرمجموعه ی  ناتهی  . تعریف 1- 3  ∞⊂ ,1برای  هر  کراندار نامیده  می شود  اگر ¡ 2,...i =  

sup{| ( ) |: } .i z z Zπ ∈ < ∞  

Nاز   Yزیرمجموعه ی ∞
+ ×¡ ,0] مشمول در مجموعه ای  به  فرم  Yکراندار نامیده  می شود  اگر ¡ ]NT Z×   باشد که

0T )کراندار است.  زیرمجموعه ی  ناتهی  ¡∞در Zو  < ) NX C ∞
+⊂ ,¡  کراندار نامیده  می شود اگر برای  هر¡

i 0Tو هر ¥∋ )، مجموعه توابع < )i Xπ   0]به طور یکنواخت کراندار روی, ]NT  ،یعنی باشد 
1{| ( )( ) |: ( ,..., ) [0, ] , } .N

i Nsup x t t t t T x Xπ = ∈ ∈ < ∞  
)در فضای  ϖدر ادامه  اندازه  نافشردگی  منظم  )NC ∞

+ ,¡ را به صورت زیر تعریف می کنیم.  برای این منظور فرض کنید   ¡
: (0, )N

ip + → دنباله ای از توابع باشد.  برای  هر  ¡∞
( )NC

X ∞
+ ,

∈
¡ ¡

M  قرار می دهیم                                                                                     
0 0( ) sup{ ( ) : 0}.TX X Tϖ = ϖ >        0 0( ) sup{ ( ,..., ) ( ( )) : },T T

i iX p T T X iπϖ = ω ∈¥  

)بسته و محدب از فضای  یک زیرمجموعه ی ناتهی، کراندار،  Qفرض کنید قضیه.  3-2 )NC ∞
+ ,¡ باشد و  ¡

0 ( )Qϖ < F:. همچنین  فرض کنید ∞ Q Q→ 0,1]یک  نگاشت پیوسته باشد  و عدد ثابت)q موجود باشد به طوری  ∋
0داشته باشیم  Qاز  Xکه برای هر زیر مجموعه ی   ناتهی  0( ) ( )FX q Xϖ ≤ ϖ . در این صورتF  یک نقطه ثابت در

  دارد. Qمجموعه

  فرض کنید فرضیات زیر برقرار باشد. قضیه. 3-3

:) تابع 1 N
N
+Λ →

¡
¡ M  0پیوسته است و برای  هرT مجموعه  <

[0, ]

( )
Nt T

t
∈

ΛU.کراندار است  

i) برای  هر2 :، نگاشت ¥∋ N
if + × × →¡ ¡ ¡ 0Tپیوسته است  و برای  هر ¡ خانواده توابع <

1 2( , ){ ( , , )}i y z B Bf t y z ∈ × )1 2,B B هستند) روی  ¡زیرمجموعه های کرانداری  ازN− 0]حجره های, ]NT   همپیوسته
,است. به علاوه توابع نامنفی  : N

i ia b + +→¡ ,وجود دارند به طوری که برای هر  ¡ , ,v w y z ∈ Ntو ¡ +∈ رابطه زیر  ¡
  برقرار باشد.  

| ( , , ) ( , , ) | ( ) | | ( ) | | .i i i if t y z f t v w a t y v b t z w− ≤ − + −  
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i) برای  هر 3 :،  نگاشت ¥∋ N
ig ∞

+ × →¡ ¡ 0Tپیوسته  است  و برای  هر ¡ ، خانواده  توابع <
[0, ]

{ ( , )} Ni t T
g t u

∈
Zروی  زیرمجموعه ی کراندار   ∞⊆ iهمپیوسته  است. به علاوه برای هر  ¡ تابع  ¥∋

: N
id + +→¡ Ntوجود دارد به طوری که برای  هر  ¡ +∈ i,و هر ¡ iu v ∞∈   رابطه زیر برقرار است.  ¡

1 2 1 2| ( , , ,...) ( , , ,...) | ( ) | | .i i i i ig t u u g t v v d t u v− ≤ −  
i) برای  هر 4 :،  نگاشت ¥∋ ( )

N

N
i

t

h t
+

∞
+

∈

× Λ × →
¡

¡ ¡ ¡U  پیوسته  است. فرض کنیدZ  زیر مجموعه کراندار

iباشد.  همچنین  فرض کنید  برای  هر ¡∞دلخواهی  از 0Tو هر ¥∋ توابع  ، خانواده<
( , ) ( )

{ ( , , )}
Nt

i y u t
h t y u

∈ +

∈ Λ ×Ζ
¡
U 

,0]حجره های−Nروی  ]NT    همپیوسته و خانواده  توابع
( , ) ( )

{ ( , , )} N

Nt

i t y t
h t y u

+

∈ +

∈ × Λ
¡

¡ U  رویZ  همپیوسته  باشند. به

:علاوه تابع پیوسته N
ic + +→¡ ¡( )i ∈   وجود دارد به طوری که   ¥

1 2
( )

| ( , , ( ( )), ( ( )),...) ) | ( ),i i
t

h t y u y u y dy c t
Λ

ξ ξ ≤∫  

Nt  در آنکه  +∈ :و  ¡ ( )
N

N

t

t
+

+
∈

ξ Λ →
¡

¡U  .تابعی  پیوسته  است  

Nt  برای  هر)5 +∈ iو هر ¡ .داریم  ¥∋ ( ) ( ) 1i ia t d t <  
دلات  انتگرالعامنامتناهی  در این صورت  سیستم  

1 2 1 2
( )

( ) ( , ( , ( ), ( ),...), ( , , ( ( )), ( ( )),...) )i i i i
t

u t f t g t u t u t h t y u y u y dy
Λ

= ξ ξ∫  

) حداقل  یک جواب درفضايدارای  )NC ∞
+ ,¡    است. ¡

  دستگاه  نامتناهی  معادله انتگرالی زیر را در نظر بگیرید.  .4-3 مثال
2 7

5 2
1 1

sin( ( )) ( ) cos( ( ))1( ) ( ) .
( 7) 3 ( 1)5(2 1)

t
i i

i
j i j jt

u t t y u yu t dy
t j j jj

+∞ ∞ ∞

= = =

+
= + +

+ +−
∑ ∑ ∑∫  

)داراي حداقل یک جواب در فضاي  واست  قضیه حالت خاصی از معادله انتگرالی دستگاه معادله انتگرالی  فوق  )C ∞
+ ,¡ ¡ 

  است.
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