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اثبات را سکنواخت فضاهای روی پيوسته توابع از گروهی عمل يکنواخت آنتروپی خواص برخی مقاله اين در چکيده.
ميکنيم.

پيش گفتار .۱
يک به نظر مورد توپولوژيک فضای اگر [۲] ميباشد. ديناميکی سيستمهای در مهم مفاهيم از يکی توپولوژيکی آنتروپی
ساختار يک با مجموعه ای يکنواختی، فضای يک ميشود. يکسان يکنواخت آنتروپی با کميت اين باشد، مجهز يکنواختی
حاصلضرب از زيرمجموعه هايی توسط X فضای يک روی U يکنواختی ساختار می باشد. آن روی شده تعريف يکنواختی
،E1, E2 هر برای (۱) می شود: داده شرح ادامه در که است شرايطی دارای U خانواده که می شود تعريف X × X

E ∈ U مجموعه هر (۲) ، E2 ∈ U آنگاه E1 ∈ U و E1 ⊂ E2 اگر و می باشد، U از عضوی نيز E1, E2 اشتراک
،ET = {(y, x) : (x, y) ∈ E} آنگاه ،E ∈ U اگر (۳) می باشد، ∆X = {(x, x) : x ∈ X} قطر شامل

که Ê ◦ Ê ⊂ E بطوريکه است موجود Ê ∈ U مجموعه ،E ∈ U هر برای (۴)
Ê ◦ Ê = {(x, y) : ∃z ∈ X : (x, z) ∈ Ê, (z, y) ∈ Ê}.

از عرضی مقطع E[x] = {y ∈ X : (x, y) ∈ E} می ناميم، دربرگيرنده اختصار به يا قطر دربرگيرنده را U اعضای
ديناميکی سيستم يک برای .E = ET اگر می شود، گفته متقارن E دربرگيرنده و می شود ناميده x ∈ X نقطه در E

می دهيم. قرار استفاده مورد X ×X روی را F = f × f حاصلضرب نگاشت (X, f)
در که K ∈ K(X) و (X,U) يکنواختی فضای روی يکنواخت پيوسته نگاشت يک f : X −→ X کنيد فرض
بگيريد، نظر در را n ∈ N و ،E ∈ U دربرگيرنده می باشد. X از فشرده زيرمجموعه های همه خانواده K(X) آن

اگر می ناميم، K برای ,n,E)-پوشاننده f) مجموعه يک A ⊆ K زيرمجموعه

K ⊆
∪
x∈A

(
n−1∩
i=0

F−i(E)

)
[x].
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اگر گوييم، ,n,E)-جداشونده f) مجموعه يک A ⊆ K زيرمجموعه

A× A ∩ (X ×X \∆) ⊂
n−1∪
i=0

F−i(X ×X \ E).

یکنواخت پیوسته نگاشت یک f : X −→ X و یکنواختی فضای یک (X,U) کنید فرض [۱] .١ . ١ قضیه
می آوریم: بدست n ≥ 0 هر و K ∈ K(X) هر برای باشند، U ⊂ V با U از دربرگیرنده هایی V و U اگر باشد،

؛ sep(n, V,K, f) ≤ sep(n, U,K, f) (۱)
,span(n؛ V,K, f) ≤ span(n, U,K, f) (۲)

.span(n, V,K, f) ≤ sep(n, U,K, f) (۳)
می کنيم تعريف بگيريد، نظر در را U ∈ U [۱]

span(U,K, f) = lim sup
n→∞

1/n log span(n, U,K, f);

sep(U,K, f) = lim sup
n→∞

1/n log sep(n, U,K, f).

می کنيم تعريف يکنواخت پيوسته نگاشت برای را زير موارد آنگاه
hspan(f,K) = sup{span(U,K, f) : U ∈ U};
hspan(f) = sup{hspan(f,K) : K ∈ K(X)};
hsep(f,K) = sup{sep(U,K, f) : U ∈ U};
hsep(f) = sup{hsep(f,K) : K ∈ K(X)}.

باشد، (X,U) یکنواختی فضای روی یکنواخت پیوسته نگاشت یک f : X −→ X کنید فرض .١ . ٢ قضیه
. hspan(f) = hsep(f) آنگاه

می دهد: ما به را يکنواختی آنتروپی مفهوم اين
hu(f) = hspan(f) = hsep(f)

گروه نيم عمل توپولوژيکی آنتروپی .۲
باشد پيوسته نگاشت يک f : X → X و فشرده توپولوژيک فضای يک X اگر توپولوژی آنتروپی اوليه تعريف طبق
صحيح عدد يک k ≥ 1 آن در که باشند X از مجزا و بسته مجموعه هايی X = X1 ∪X2 ∪ . . . Xk طوری که به
صورت به f نگاشت آنتروپی صورت اين در باشند داشته قرار يکديگر از مثبت فاصله با x ∈ X آن در که xiها و باشد

می شود بيان زير
h(f) = max(h(f |xi

))

طول ،w ∈ F+
m هر برای باشد 0, 1, . . . ,m− 1 نمادهای از متناهی کلمات ی همه از مجموعه ای F+

m کنيم فرض
است. w در نمادها تعداد نشان دهنده ی که می دهند نشان |w| با را w

قانون به توجه با و می گيرد قرار w راست سمت در w′ که طوری به را w,w′ می کنيم فرض باشد. w,w′ ∈ F+
m اگر

طوری که به w′′ باشد داشته وجود اگر w ≤ w′ نويسيم می همچنين و است. m مولدهای با نيم گروه يک F+
m ترکيب

.w′ = w′′w



۳ تابع تکرار سيستم آنتروپی

i = 0, 1, 2, . . . , k هر برای طوری که به باشد w = w1w2 . . . wk و w ∈ F+
m اگر

wi ∈ {0, 1, 2, . . . ,m− 1}

داريم w′ ∈ F+
m هر برای است بديهی .fw = fw1fw2 . . . fwk

می کنيم فرض و
fww′ = fw · fw′

نشان Σm با را 0, 1, . . . ,m − 1 نمادهای از دوطرفه نامتناهی دنباله های ی همه مجموعه ی .٢ . ١ تعریف
دیگر عبارت به می دهیم

Σm = {ω = (. . . , ω−1, ω0, ω1, . . . )| ωi = 0, 1, . . . ,m− 1}

است. صحیح عدد یک i آن در که
می شود بیان زیر صورت به Σm روی متر یک صورت این در

d(ω, ω′) =
1

2k

.k = inf{|n| : ωn ̸= ω′
n} درآن که

همیومورفیسم یک σ : Σm → Σm برنولی شیفت است. فشرده Σm متر این به توجه با دادکه نشان توان می
زیراست شکل به آن ضابطه که Σm به Σm از

(σωw)i = ωi+1

ω|[a,b] = w می نویسیم a ≤ b می نویسیم .a ≤ b و باشند صحیح b و a و ω ∈ F+
m و ω ∈

∑
m کنید فرض

.w = ωaωa+1 . . . ωb−1ωb اگر
آنگاه w ≤ w′ اگر است بدیهی

(X,Uw) ≤ (X,Uw′)

یک را X از F زیر مجموعه باشد، اینتوریج یک E ∈ U و فشرده یکنواختی فضای یک (X,U) کنید فرض
باشیم داشته x ̸= y که x, y ∈ F ازای به اگر می نامند X از ,w,E)-جداشونده f0, . . . , fm−1) مجموعه
را X از ,w,E)-جداشونده f0, . . . , fm−1) های مجموعه از کاردینال بزرگترین و ،∪w′≤w(fw′ , fw) ⊈ E
sep(w,E, f0, . . . , fm−1) مجموعه است، فشرده X چون می دهند. نشان sep(w,E, f0, . . . , fm−1) با

است. متناهی
هر برای اگر می شود نامیده X از پوشاننده (w,E, f0, . . . , fm−1) مجموعه ی یک X از G زیرمجموعه یک
فشردگی به توجه با نیز مجموعه این که ∪w′≤w(fw′ , fw) ⊆ E طوری که به y ∈ G باشد داشته وجود x ∈ X

می باشد. متناهی فضا،
span(w,E, f0, . . . , fm−1) با Xرا از پوشاننده (w,E, f0, . . . , fm−1)های مجموعه از کاردینال کوچکترین و

می دهند. نشان
می آوریم بدست یکنواختی آنتروپی برای را زیر روابط متریک، آنتروپی برای بوفتوف تعریف طبق

span(n,E, f0, . . . , fm−1) =
1

mn

∑
|w|=n

span(w,E, f0, . . . , fm−1)

sep(n,E, f0, . . . , fm−1) =
1

mn

∑
|w|=n

sep(w,E, f0, . . . , fm−1)
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آن در که

span(E, f0, . . . , fm−1) = lim sup
n→∞

1

n
log span(n,E, f0, . . . , fm−1)

sep(E, f0, . . . , fm−1) = lim sup
n→∞

1

n
log sep(n,E, f0, . . . , fm−1)

شود می زیرتعریف صورت به آزاد نیم گروه عمل یکنواختی آنتروپی سرانجام

hspan(f0, . . . , fm−1) = sup{span(E, f0, . . . , fm−1) : E ∈ U}
hsep(f0, . . . , fm−1, ) = sup{sep(E, f0, . . . , fm−1) : E ∈ U}

طوری که به باشد يکنواختی فضای يک (X,U) کنيد فرض آن. ویژگی های از برخی و یکنواختی آنتروپی .۱ . ۲
يک K کنيد فرض باشند. X به X از پيوسته يکنواخت طور به نگاشت هايی f0, . . . , fm−1 نباشد فشرده لزوماً
مجموعه رايک G ⊆ X زيرمجموعه يک E ∈ U و w ∈ F+

m هر برای و ازXباشد فشرده زيرمجموعه ی
طوری به y ∈ G باشد داشته وجود x ∈ K هر برای اگر می نامند K از ,w,E,K)-پوشاننده f0, . . . , fm−1)

. ∪w′≤w(fw′(x), fw(y)) ⊆ E که
با را K از پوشاننده ی (w,E,K, f0, . . . , fm−1) ازمجموعه های کاردينال کوچکترين

span(w,E,K, f0, . . . , fm−1)

می دهند. نشان
مجموعه ی يک را F ⊆ K ،E و w ∈ F+

m هر برای باشد. Xاز فشرده زيرمجموعه کنيدKيک فرض
داشته x ̸= y طوری که به x, y ∈ F هر برای اگر می نامند. K از ,w,E,K)-جداشونده f0, . . . , fm−1)

.∪w′≤w(fw′(x), fw(y)) ⊈ E باشيم
با را K از جدا شونده (w,E,K, f0, . . . , fm−1) مجموعه های از کاردينال بزرگترين

می دهند. نشان sep(w,E,K, f0, . . . , fm−1)

و نیست فشرده X لزوماً که باشد E ∈ U و یکنواختی فضای یک (X,U) کنیم فرض .٢ . ٢ تعریف
فشرده زیرمجموعه ی یک K و باشند X به X از پیوسته یکنواخت طور به نگاشت هایی f0, . . . , fm−1

هستند برقرار زیر روابط باشد، X از

hspan(f0, . . . , fm−1, K) = sup{span(E,K, f0, . . . , fm−1) : E ∈ U}
hsep(f0, . . . , fm−1, K) = sup{sep(E,K, f0, . . . , fm−1) : E ∈ U}

آن در که

span(E,K, f0, . . . , fm−1) = lim sup
n→∞

1

n
log span(n,E,K, f0, . . . , fm−1)

sep(E,K, f0, . . . , fm−1) = lim sup
n→∞

1

n
log sep(n,E,K, f0, . . . , fm−1)

می کنیم تعریف حال

hU(f0, . . . , fm−1, K) = hspan(f0, . . . , fm−1, K) = hspan(f0, . . . , fm−1, K).
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داریم را زیر روابط f0, . . . , fm−1 یکنواخت پیوسته نگاشت  های برای همچنین

hspan(f0, . . . , fm−1) = sup{span(f0, . . . , fm−1, K) : K ⊂ X فشرده ,{باشد
hsep(f0, . . . , fm−1) = sup{sep(f0, . . . , fm−1, K) : K ⊂ X فشرده ,{باشد

تعریف زیر صورت به را X روی f0, . . . , fm−1 مولدهای توسط تولیدشده نیم گروه یکنواختی آنتروپی بنابراین
می کنیم

hU(f0, . . . , fm−1) = hspan(f0, . . . , fm−1) = hsep(f0, . . . , fm−1).

G1 آزادتوليدشده= گروه نيم عمل ازيک يکنواختی باآنتروپی ,hU(f0کمتريامساوی ..., fm−1)دادکه نشان توان تذکر:می
است. شده تعريف وانگ توسط که idX}است , f0, ..., fm−1}

نگاشت هایی f0, . . . , fm−1 و نیست فشرده لزوماً که باشد یکنواختی فضای یک (X,U) کنید فرض .٢ . ٣ مثال
G اگر گیریم. درنظرمی f0, . . . , fm−1 مولدهای با G نیم گروه باشند. X به X از پیوسته یکنواخت طور به

.hU(f0, . . . , fm−1) = 0 آنگاه باشد هم پیوسته ای خانواده

U ′ و U باشند. X روی یکنواختی دو U ′ و U باشد، یکنواختی فضای یک X کنید فرض .۴ . ٢ تعریف
idX : (X,U ′) → و , idX : (X,U) → (X,U ′) نگاشت های درآن گویندکه هم ارز یکنواختی های

باشند. پیوسته بطوریکنواخت (X,U)

یکنواخت بطور های نگاشت f0, . . . , fm−1 و باشد یکنواختی فضای یک (X,U) کنید فرض .۵ . ٢ قضیه
آنگاه باشند هم ارز یکنواخت طور به U ′ و U اگر باشند X به X از پیوسته

hU(f0, . . . , fm−1) = hU ′(f0, . . . , fm−1).

پیوسته طوریکنواخت به هایی ,f0نگاشت ..., fm−1باشدو متریک فضای ,X)یک d)کنید فرض .۶ . ٢ قضیه
,H(f0با ..., fm−1)های ,H(f0ازمجموعه ..., fm−1) کنیدسوپریمم δ.محاسبه > کنیم0 فرض Xباشند. روی

.δکمتراز قطر

کنید فرض و باشد یکنواختی فضای (i = 1, 2) ،(Xi,Ui) کنید فرض .٢ . ٧ قضیه
و باشد X1روی پیوسته یکنواخت طور به نگاشت هایی از متناهی مجموعه  یک F (1) = {f (1)

0 , . . . , f
(1)
m−1}

باشد. X2 روی پیوسته یکنواخت طور به نگاشت های از متناهی مجموعه  یک F (2) = {f (2)
0 , . . . , f

(2)
k−1}

کنید فرض
F (1) ×F (2) = {(f × g)0, . . . , (f × g)mk−1}

آن در که
(f × g)i ∈ {f × g : f ∈ F (1), g ∈ F (2)}

و

(f × g)(x1, x2) = (f(x1), g(x2)) ∀f × g ∈ F (1) ×F (2), x1 ∈ X1, x2 ∈ X2

U × V صورت به پایه عناصر توسط شده تولید یکنواختی X1 × X2 حاصلضربی فضای روی U یکنواختی
داشت خواهیم صورت این در V ∈ U2. و U ∈ U1 که می باشد

hU(F (1) ×F (2)) ≤ hU1(F (1)) + hU2(F (2))
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باشیم داشته و باشد فشرده X1 چنانچه .

hU1(F (1)) := lim inf
n→∞

1

n
Nsep(n, U,X1,F (1))

باشیم داشته و باشد فشرده X2 وچنانچه .

hU2(F (2)) := lim inf
n→∞

1

n
Nsep(n, V,X2,F (2))

داشت خواهیم صورت دراین

hU(F (1) ×F (2)) = hU1(F (1)) + hU2(F (2))

.

کنید فرض .٢ . ٨ مثال
A1 : R −→ R, A2 : R −→ R

x 7−→ 3x x 7−→ 5x

آوریم می بدست نتیجه در

h(A1, A2) = log
1

2
(3 + 5) = 2 log 2

ترتیب به ماتریس های با T2 روی هایپربولیک بروریختی های B و A کنید فرض .٢ . ٩ )مثال
4 1
1 −1

)
,

(
1 −1
−1 −3

)
آوریم بدست را h(A,B) آنتروپی کران های راحتی به می توانیم آنگاه باشند

log
9

2
≤ h(A,B) ≤ log(

19 + 3
√
29

4
+ 3 +

√
5)
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