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شرایط با β ∈ (1, 2] و α ∈ (1, 2] کسری مرتبه ی دو شامل لانگ اوین معادله ی یک مقاله، این در چکیده.
راه حل ها بودن بفرد منحصر و وجود برای کافی شرایط ثابت، نقطه ی قضیه ی از استفاده با می کنیم. بررسی را اولیه

می کنیم. ایجاد را مختلف مرزی شرایط با کسری معادلات از برخی برای

پیش گفتار .١

می گیریم: نظر در زیر صورت به را اولیه شرایط با کسری مرتبه ی دو شامل لانگ اوین }معادله ی
Dβ(Dα + λ)x(t) = f(t, x(t)), 1 < α ≤ 2, 1 < β ≤ 2, t ∈ [0, 1]

x(0) = 0, x′(0) = 0, x(1) =
∫ η

0
x(τ)dτ, D2αx(1) + λDαx(1) = 0

(١ . ١)

عدد یک λ و پیوسته عملگر یک f : [0, 1] × R → R و α مرتبه ی از کاپوتو کسری مشتق Dα آن در که
می باشد: راس و میلر توسط شده ارائه کسری مشتق D2α همچنین است. }حقیقی
Dαu = Dαu

Dkαu = DαD(K−1)α u, k = 2, 3, · · ·
(١ . ٢)

تعریف زیر صورت به α مرتبه ی از لیوویل ریمان انتگرال α > 0. و x ∈ C[0, 1] کنید فرض .١ . ١ تعریف
می شود:

Iαx(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1x(τ)dτ.
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می شود: تعریف زیر صورت به x تابع برای کاپوتو αام مشتق .١ . ٢ تعریف

Dαx(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− τ)−αx(α)x(τ)dτ.

.IαIβx = IβIαx = Iα+βx آنگاه: باشد، پیوسته x اگر .α, β > 0 کنید فرض .١ . ٣ لم

.DαIαx = x آنگاه: باشد، پیوسته x اگر α > 0. کنید فرض .۴ . ١ لم

Dαx(t) = 0 کسری دیفرانسیل معادله ی عمومی جواب آنگاه α ∈ (n−1, n) و n ∈ N کنید فرض .۵ . ١ لم
می باشد: زیر صورت به

x(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cn−1t

n−1, ci ∈ R, i = 1, 2, · · · , n
.

باشد X در متر یک d کنید فرض همچنین باشد. جزئی مرتب مجموعه ی یک (X,⪯) کنید فرض .۶ . ١ قضیه
به طوری که باشد صعودی تابعی f : X → X کنید فرض است. کامل متریک فضای یک (X, d) به طوری که
هر برای به طوری که 0 < k < 1 دارد وجود کنید فرض طرفی از .x0 ⪯ f(x0) که x0 ∈ X دارد وجود
یا است پیوسته f کنید فرض .(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) باشیم: داشته مقایسه اند قابل که x, y ∈ X

xn ⪯ x. داریم: n ∈ هر برای آنگاه باشد، x به همگرا و صعودی دنباله ای {xn} اگر که است به گونه ای X
دارای f آنگاه است، x, y با مقایسه قابل به طوری که z ∈ X باشد داشته وجود x, y ∈ X هر برای همچنین

است. x∗ بفرد منحصر ثابت نقطه ی

زیر انتگرالی معادله ی از خطی غیر جواب یک x(t) اگر تنها و اگر است ١ . ١ معادله ی از جوابی x(t) .١ . ٧ لم
باشد:

x(t) =
1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− τ)α+β−1f(τ, x(τ))dτ − λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1x(τ)dτ

+tα
[ ∫ η

0

x(τ)dτ − 1 +
Γ(2− α)

Γ(α + 2)Γ(β − α)

∫ 1

0

(1− τ)β−α−1f(τ, x(τ))dτ +
Γ(1− α)

Γ(α + 2)

+
λ

Γ(α)

∫ η

0

(1− τ)α−1x(τ)dτ − 1

Γ(α + β)

∫ 1

0

(1− τ)α+β−1f(τ, x(τ))dτ
]

− tα+1

Γ(α + 2)

[Γ(2− α)

Γ(β − α)

∫ 1

0

(1− τ)β−α−1f(τ, x(τ))dτ +
Γ(2− α)

Γ(1− α)

]
+ t.

داریم: ۴ . ١ لم به بنا باشد ١ . ١ معادله ی از جوابی x(t) می کنیم فرض ابتدا برهان.

Dβ(Dα + λ)x(t)− f(t− x(t)) = 0

.Dαx(t) + (t)− Iβf(t, x(t)) = c0 + c1t داریم: ۵ . ١ لم به بنا طرفی از .
داشت: خواهیم ۵ . ١ لم از مجدد استفاده ی با

x(t) = Iα+βf(t, x(t))− λIαx(t) +
c0t

α

Γ(α + 1)
+

c1t
α+1

Γ(α + 2)
+ c2 + c3t.



٣ کوتاه عنوان

داریم: ١ . ١ معادله ی در مرزی شرایط به بنا

c0 = Γ(α+1)

∫ η

0

x(τ)dτ−Γ(α+1)+
Γ(α + 1)

Γ(α + 2)

[Γ(2− α)

Γ(β − α)

∫ 1

0

(1−τ)β−α−1f(τ, x(τ))dτ

+Γ(1−α)
]
+
λΓ(α + 1)

Γ(α)

∫ η

0

(1−τ)α−1x(τ)dτ−Γ(α + 1)

Γ(α + β)

∫ 1

0

(1−τ)α+β−1f(τ, x(τ))dτ,

c1 = −Γ(2− α)

Γ(β − α)

∫ 1

0

(1− τ)β−α−1f(τ, x(τ))dτ − Γ(1− α),

c2 = 0, c3 = 1.

دیگر عبارت به می آوریم. بدست را انتگرالی معادله ی جواب فوق رابطه های در c0, c1, c2, c3 کردن جایگزین با
□ است. ١ . ١ معادله ی از جوابی x(t) آنگاه باشد، انتگرالی معادله ی جواب x(t) اگر که است واضح

λ ≥ 0, λ < 0 حالت برای ١ . ١ معادله ی بررسی .٢

قضیه دو بتوان زیر فرضیات کمک به که می گیریم نظر در به گونه ای را x0, y0 و λ < 0 و λ ≥ 0 حالت دو
کنیم. ثابت را می شود گفته ادامه در که مهم

.f(., x(.)) ∈ C[0, 1] داریم: x ∈ C[0, 1] هر برای که است تابعی f : [0, 1]× R → R - ١ فرض
داریم: x ≥ y آن در که x, y ∈ R هر برای که طوری به L > 0 دارد وجود - ٢ فرض

0 ≤ f(t, x)− f(t, y) ≤ L · (x, y)

و باشد داشته پایین و بالا جواب جفت یک ١ . ١ معادله اگر 2 و 1 فرض به توجه با .٢ . ١ قضیه
آن: در که λ ≥ 0,Λ = max{Λ1,Λ2} < 1

Λ1 =
2L

Γ(α + β + 1)
+

2λ

Γ(α + 1)
,

Λ2 =
L · 2Γ(2− α)

Γ(α + 2)Γ(β − α + 1)
+

2L

Γ(α + β + 1
+

2λ

Γ(α + 1)

دارد. C[0, 1] در بفردی منحصر جواب بنابراین

□ کنید. مراجعه [٣] به اثبات برای برهان.

λ < 0,Λ = و باشد داشته پایین و بالا جواب جفت یک ١ . ١ معادله ی اگر 2 و 1 فرض های به بنا .٢ . ٢ قضیه
آن در که max{Λ1,Λ2} < 1

Λ1 =
2L

Γ(α + β + 1)
+

2|λ|
Γ(α + 1)

,

Λ2 =
L · 2Γ(2− α)

Γ(α + 2)Γ(β − α + 1)
+

2L

Γ(α + β + 1)
+

2|λ|
Γ(α + 1)

,

دارد. C[0, 1] در بفرد منحصر جواب یک بنابراین

□ کنید. مراجعه [٣] به اثبات برای برهان.
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می گیریم: نظر در را زیر مرزی مقدار معادله ی .٢ . ٣ مثال
D

8

7 (D

3

4 − 1

4
)x(t) =

1 + x(t)

6(1 + t)4
, 0 < t < 1,

x(0) = x(1) = 0, D
2
3

4x(1) +
1

4
D
3

4x(1) = 0.

(٢ . ١)

f(t, x) =
1 + x

6(1 + t)4
, α =

3

4
, β =

8

7
, λ = −1

4
, L =

1

6
.

که: است واضح

0 ≤ f(t, x)− f(t, y) ≤ 1

6
(x, y), Λ = 0.9392198383 < 1.

معادله ی پایین و بالا جواب جفت یک (x0(t), y0(t)) = (−1, 1) داشت: خواهیم ساده محاسبات به بنا
بفرد منحصر جواب دارای (٢ . ١) معادله ی که داشت خواهیم شده، گفته قضایای کمک به همچنین است. (٢ . ١)

است. [0, 1] در
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